
3FQPSUT PO 1SPHSFTT JO 1IZTJDT

3FQ� 1SPH� 1IZT� �� 	����
 ������ 	��QQ
 IUUQT���EPJ�PSH�������������������BDBDBE

3FWJFX

%SJWJOH SBQJEMZ XIJMF SFNBJOJOH
JO DPOUSPM� DMBTTJDBM TIPSUDVUT GSPN
)BNJMUPOJBO UP TUPDIBTUJD EZOBNJDT

%BWJE (VÊSZ�0EFMJO�∗B $ISJTUPQIFS +BS[ZOTLJ���B $BSMPT " 1MBUB�B
"OUPOJP 1SBEPT�B BOE &NNBOVFM 5SJ[BD�B

� -BCPSBUPJSF $PMMJTJPOT "HSÊHBUT 3ÊBDUJWJUÊ *34".$ 6OJWFSTJUÊ EF 5PVMPVTF $/34 5PVMPVTF
'SBODF
� %FQBSUNFOU PG $IFNJTUSZ BOE #JPDIFNJTUSZ 6OJWFSTJUZ PG .BSZMBOE $PMMFHF 1BSL .% 6OJUFE 4UBUFT
PG "NFSJDB
� *OTUJUVUF GPS 1IZTJDBM 4DJFODF BOE 5FDIOPMPHZ 6OJWFSTJUZ PG .BSZMBOE $PMMFHF 1BSL .% 6OJUFE 4UBUFT
PG "NFSJDB
� %FQBSUNFOU PG 1IZTJDT 6OJWFSTJUZ PG .BSZMBOE $PMMFHF 1BSL .% 6OJUFE 4UBUFT PG "NFSJDB
� 'ÎTJDB 5FÓSJDB 6OJWFSTJEBE EF 4FWJMMB "QBSUBEP EF $PSSFPT ���� &������ 4FWJMMB 4QBJO
� 6OJWFSTJUÊ 1BSJT�4BDMBZ $/34 -15.4 ����� 0STBZ 'SBODF

&�NBJM� EHP!JSTBND�VQT�UMTF�GS

3FDFJWFE �� .BZ ���� SFWJTFE �� /PWFNCFS ����
"DDFQUFE GPS QVCMJDBUJPO �� %FDFNCFS ����
1VCMJTIFE �� +BOVBSZ ����

$PSSFTQPOEJOH FEJUPS� 1SPGFTTPS 4SJSBN 3BNBTXBNZ

"CTUSBDU
4UPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT MBZT EPXO B CSPBE GSBNFXPSL UP SFWJTJU UIF WFOFSBCMF DPODFQUT PG
IFBU XPSL BOE FOUSPQZ QSPEVDUJPO GPS JOEJWJEVBM TUPDIBTUJD USBKFDUPSJFT PG NFTPTDPQJD TZTUFNT�
3FNBSLBCMZ UIJT BQQSPBDI SFMZJOH PO TUPDIBTUJD FRVBUJPOT PG NPUJPO JOUSPEVDFT UJNF JOUP UIF
EFTDSJQUJPO PG UIFSNPEZOBNJD QSPDFTTFT�XIJDI PQFOT UIF XBZ UP àOF DPOUSPM UIFN� "T B
SFTVMU UIF àFME PG àOJUF�UJNF UIFSNPEZOBNJDT PG NFTPTDPQJD TZTUFNT IBT CMPTTPNFE� *O UIJT
BSUJDMF BGUFS JOUSPEVDJOH B GFX DPODFQUT PG DPOUSPM GPS JTPMBUFE NFDIBOJDBM TZTUFNT FWPMWJOH
BDDPSEJOH UP EFUFSNJOJTUJD FRVBUJPOT PG NPUJPO XF SFWJFX UIF EJGGFSFOU TUSBUFHJFT UIBU IBWF CFFO
EFWFMPQFE UP SFBMJ[F àOJUF�UJNF TUBUF�UP�TUBUF USBOTGPSNBUJPOT JO CPUI PWFS BOE VOEFSEBNQFE
SFHJNFT CZ UIF QSPQFS EFTJHO PG UJNF�EFQFOEFOU DPOUSPM QBSBNFUFST�ESJWJOH� 5IF TZTUFNT VOEFS
TUVEZ BSF TUPDIBTUJD FQJUPNJ[FE CZ B #SPXOJBO PCKFDU JNNFSTFE JO B áVJE� UIFZ BSF UIVT
TUSPOHMZ DPVQMFE UP UIFJS FOWJSPONFOU QMBZJOH UIF SPMF PG B SFTFSWPJS� *OUFSFTUJOHMZ B GFX PG
UIPTF NFUIPET 	JOWFSTF FOHJOFFSJOH DPVOUFSEJBCBUJD ESJWJOH GBTU�GPSXBSE
 BSF EJSFDUMZ JOTQJSFE
CZ UIFJS DPVOUFSQBSU JO RVBOUVN DPOUSPM� 5IF SFWJFX BMTP BOBMZ[FT UIF DPOUSPM UISPVHI SFTFSWPJS
FOHJOFFSJOH� #FTJEFT UIF SFBDIBCJMJUZ PG B HJWFO UBSHFU TUBUF GSPN B LOPXO JOJUJBM TUBUF UIF
RVFTUJPO PG UIF PQUJNBM QBUI JT EJTDVTTFE� 0QUJNBMJUZ JT IFSF EFàOFE XJUI SFTQFDU UP B DPTU
GVODUJPO B TVCKFDU JOUJNBUFMZ SFMBUFE UP UIF àFME PG JOGPSNBUJPO UIFSNPEZOBNJDT BOE UIF
RVFTUJPO PG TQFFE MJNJU� "OPUIFS OBUVSBM FYUFOTJPO EJTDVTTFE EFBMT XJUI UIF DPOOFDUJPO CFUXFFO
BSCJUSBSZ TUBUFT PS OPO�FRVJMJCSJVN TUFBEZ TUBUFT� 5IJT àFME PG DPOUSPM JO TUPDIBTUJD
UIFSNPEZOBNJDT FOKPZT B XFBMUI PG BQQMJDBUJPOT SBOHJOH GSPN PQUJNBM NFTPTDPQJD IFBU FOHJOFT
UP QPQVMBUJPO DPOUSPM JO CJPMPHJDBM TZTUFNT�
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,FZXPSET� TUPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT DPOUSPM TIPSUDVU UP BEJBCBUJDJUZ
'PLLFSm1MBODL FRVBUJPO BDDFMFSBUFE UIFSNBMJ[BUJPO PVU PG FRVJMJCSJVN TUBUJTUJDBM QIZTJDT

	4PNF àHVSFT NBZ BQQFBS JO DPMPVS POMZ JO UIF POMJOF KPVSOBM


$POUFOUT

�� *OUSPEVDUJPO �
�� 4IPSUDVUT GPS JTPMBUFE DMBTTJDBM TZTUFNT �

���� #BDLHSPVOE BOE TFUVQ �
���� 3FDJQFT GPS DMBTTJDBM 45" �

������ ($% ESJWJOH �
������ -$% ESJWJOH �
������ '' ESJWJOH �
������ #PVOEBSZ DPOEJUJPOT JO UJNF �
������ #FZPOE POF EFHSFF PG GSFFEPN �

���� $MBTTJDBM TIPSUDVUT BOE NJDSPDBOPOJDBM
FOTFNCMFT �

���� 4IPSUDVUT JO DMBTTJDBM LJOFUJD UIFPSZ �
���� 3FMBUJPOT UP RVBOUVN 45" ��

�� 4IPSUDVUT GPS DMBTTJDBM TZTUFNT JO DPOUBDU XJUI B
UIFSNBM CBUI ��
���� *OWFSTF FOHJOFFSJOH ��
���� $% NFUIPE ��
���� 'BTU�GPSXBSE ��
���� &OHJOFFSJOH UIF UIFSNBM FOWJSPONFOU ��

�� 0QUJNBM DPOUSPM UIFPSZ ��
���� .JOJNJ[BUJPO PG UIF NFBO XPSL ��

������ )BSNPOJD DPOOFDUJPOT ��
������ #FZPOE UIF IBSNPOJD DBTF ��

���� 0QUJNJ[BUJPO PG PUIFS àHVSFT PG NFSJU ��
���� *OGPSNBUJPO UIFSNPEZOBNJDT BOE TQFFE MJNJUT ��

�� #FZPOE FRVJMJCSJVN� DPOOFDUJOH /&44 PS BSCJUSBSZ
TUBUFT ��

�� "QQMJDBUJPOT� IFBU FOHJOFT BOE CFZPOE ��
���� )FBU FOHJOFT ��
���� 0UIFS BQQMJDBUJPOT ��

�� 1FSTQFDUJWFT BOE DPODMVTJPOT ��
%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU ��
"DLOPXMFEHNFOUT ��
"QQFOEJY "� 4VNNBSZ PG BDSPOZNT ��
"QQFOEJY #� 4UPDIBTUJD QSPDFTTFT GSBNFXPSL ��

#��� -BOHFWJO BOE '1 EFTDSJQUJPOT ��
#��� 4UPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT ��

"QQFOEJY $� $POEJUJPOT GPS UIF FYJTUFODF PG
#PMU[NBOO�T CSFBUIFST VOEFS TUBUJD
DPOàOFNFOU ��

"QQFOEJY %� %FSJWBUJPO PG UIF FYQSFTTJPO GPS UIF
NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL ��

"QQFOEJY &� $PNQBSJTPO PG TQFFE MJNJU JOFRVBMJUJFT
GPS UIF IBSNPOJD DBTF ��

"QQFOEJY '� " TIPSUDVU UP UIF áVDUVBUJPO SFMBUJPO ��
3FGFSFODFT ��

�� *OUSPEVDUJPO

5IFSNPEZOBNJDT PSJHJOBUFE JO FGGPSUT UP UBNF UIF NPUJWF
QPXFS PG àSF <�>� 0SJHJOBMMZ DPODFSOFE XJUI OPUJPOT PG IFBU
BOE UFNQFSBUVSF UIF àFME XBT GPSNBMJ[FE EVSJOH UIF ��UI DFO�
UVSZ JOUP B TFU PG VOJWFSTBM QSJODJQMFT UIBU HPWFSO UIF QSPQFS�
UJFT PG NBDSPTDPQJD TZTUFNT JO UIFSNBM FRVJMJCSJVN BT XFMM BT
USBOTGPSNBUJPOT CFUXFFO FRVJMJCSJVN TUBUFT <�>� #FHJOOJOH JO
UIF ����T TUBUJTUJDBM QIZTJDT SFWFBMFE UIF NJDSPTDPQJD SPPUT
PG UIFSNPEZOBNJDT HSFBUMZ FOIBODJOH JUT QPXFS UP QSFEJDU
BOE FYQMBJO TZTUFNT� NBUFSJBM QSPQFSUJFT� 3FWFSTJCMF USBOT�
GPSNBUJPOT IBWF USBEJUJPOBMMZ QMBZFE B DFOUSBM SPMF JO UIF
GPVOEBUJPOT PG UIFSNPEZOBNJDT� 4VDI USBOTGPSNBUJPOT PDDVS
JO BO JEFBMJ[FE BEJBCBUJD 	JOàOJUFMZ TMPX <�>
 MJNJU JO XIJDI
B TZTUFN�T EZOBNJDBM CFIBWJPS JT FTTFOUJBMMZ JSSFMFWBOU� .PSF
SFDFOU EFWFMPQNFOUT IPXFWFS IBWF GPDVTFE PO OPOFRVJMJC�
SJVN àOJUF�UJNF QSPDFTTFT XIFSF EZOBNJDT CFDPNF JNQPSU�
BOU� *O QBSUJDVMBS UIF HSPXJOH àFME PG TUPDIBTUJD UIFSNPEZ�
OBNJDT <�m�> FYUFOET UIF DPODFQUT PG IFBU XPSL BOE FOUSPQZ
QSPEVDUJPO UP JOEJWJEVBM USBKFDUPSJFT PG NJDSPTDPQJD TZTUFNT
FWPMWJOH VOEFS TUPDIBTUJD FRVBUJPOT PG NPUJPO�

#Z JOUSPEVDJOH UJNF JOUP UIF EFTDSJQUJPO PG UIFSNPEZOBNJD
QSPDFTTFT JU CFDPNFT QPTTJCMF UP GPSNVMBUF OFX RVFTUJPOT
BOE JO QBSUJDVMBS UP JOWFTUJHBUF UIF DPOUSPM BOE PQUJNJ[BUJPO
PG àOJUF�UJNF UIFSNPEZOBNJD USBOTGPSNBUJPOT TFF àHVSF ��
3FDFOU ZFBST IBWF TFFO B TVSHF PG BDUJWJUZ JO UIJT BSFB� *O
UIJT SFWJFX XF TVSWFZ àOJUF�UJNF DPOUSPM NFUIPET UIBU IBWF
CFFO EFWFMPQFE XJUIJO UIF GSBNFXPSL PG TUPDIBTUJD UIFSNPEZ�
OBNJDT� .BOZ PG UIFTF NFUIPET 	UIPVHI OPU BMM�
 IBWF CFFO
JOTQJSFE CZ EFWFMPQNFOUT JO UIF DPOUSPM PG RVBOUVN TZTUFNT
QBSUJDVMBSMZ JO UIF àFME PG TIPSUDVUT UP BEJBCBUJDJUZ 	45"
 <�>�
'PS UIJT SFBTPO XF CFHJO XJUI B CSJFG PWFSWJFX PG RVBOUVN
GSBNFXPSLT BOE GFBUVSFT UIBU BSF FTQFDJBMMZ SFMFWBOU GPS DPO�
USPM JEFBT JO TUPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT�

5IF HPBM PG RVBOUVN 45" JT UP TUFFS B TZTUFN UP FWPMWF
GSPN BO FJHFOTUBUF |O(�)⟩ PG BO JOJUJBM )BNJMUPOJBO )̂(�) UP UIF
DPSSFTQPOEJOH FJHFOTUBUF |O(UG)⟩ PG B àOBM )BNJMUPOJBO )̂(UG)�
'PS JOàOJUFMZ TMPX ESJWJOH UIJT JT BDIJFWFE BVUPNBUJDBMMZ CZ
WJSUVF PG UIF RVBOUVN BEJBCBUJD UIFPSFN <�> XIJDI HVBSBOUFFT
UIBU UIF TZTUFN SFNBJOT JO UIF JOTUBOUBOFPVT FJHFOTUBUF |O(U)⟩
PG )̂(U) BU BMM UJNFT� 'PS SBQJE ESJWJOH UISFF CSPBE BQQSPBDIFT
GPS BDIJFWJOH UIF BCPWF�NFOUJPOFE HPBM IBWF FNFSHFE� JOWFSTF
FOHJOFFSJOH <� ��> USBOTJUJPOMFTT PS DPVOUFSEJBCBUJD 	$%

ESJWJOH <��m��> BOE GBTU�GPSXBSE 	''
 NFUIPET <�� ��>�

*O JOWFSTF FOHJOFFSJOH NFUIPET JOTUFBE PG EFEVDJOH B TZT�
UFN�T FWPMVUJPO VOEFS B HJWFO ESJWJOH QSPUPDPM 	BT JT UIF DVT�
UPNBSZ BQQSPBDI JO QIZTJDT
 POF TFFLT UP FOHJOFFS B ESJWJOH
QSPUPDPM UIBU QSPEVDFT UIF EFTJSFE FWPMVUJPO� 5IJT JT BDDPN�
QMJTIFE CZ FYQMPJUJOH UIF FRVBUJPOT PG NPUJPO UIBU HPWFSO
UIF TZTUFN�T EZOBNJDT� *O RVBOUVN NFDIBOJDT JOWFSTF FOHJO�
FFSJOH NFUIPET IBWF CFFO BQQMJFE UP B WBSJFUZ PG EZOBNJDBM
GSBNFXPSLT JODMVEJOH UIF 4DISÕEJOHFS FRVBUJPO UIF FWPMVUJPO
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'JHVSF �� 5IF 8IJUF 3BCCJU JT EPJOH IJT CFTU UP PWFSDPNF IJT VOQVODUVBMJUZ XIJDI JT OPU BO FBTZ UBTL JO 8POEFSMBOE� *O UIJT SFWJFX XF
TUVEZ B SFMBUFE UZQF PG RVFTUJPO BOE àSTU BEESFTT UIF QPTTJCJMJUZ PG àOEJOH B QBUI GSPN " UP # 	" BOE # BSF àYFE
� 8IFO TFWFSBM TVDI QBUIT
NBZ FYJTU B TFDPOE MFWFM PG RVFTUJPO EFBMT XJUI TFBSDIJOH GPS UIF PQUJNBM POF� GPS UIF 8IJUF 3BCCJU UIJT BNPVOUT UP àOEJOH UIF GBTUFTU�

PQFSBUPS UIF EZOBNJDBM JOWBSJBOUT BOE UIF EFOTJUZ NBUSJY
GPSNBMJTN <�>�

*O UIF $% BQQSPBDI GPS B HJWFO UJNF�EFQFOEFOU SFGFS�
FODF )BNJMUPOJBO )̂(U) POF TFFLT B )BNJMUPOJBO )̂$%(U) XJUI
UIF GPMMPXJOH QSPQFSUZ� JG UIF TZTUFN FWPMWFT VOJUBSJMZ VOEFS
)̂+ )̂$% GSPN BO JOJUJBM FJHFOTUBUF |O(�)⟩ UIFO UISPVHIPVU UIF
QSPDFTT UIF TZTUFN SFNBJOT JO UIF OUI FJHFOTUBUF PG )̂(U)� *O
PUIFS XPSET UIF TZTUFN GPMMPXT UIF BEJBCBUJD USBKFDUPSZ |O(U)⟩
FWFO XIFO UIF ESJWJOH JT SBQJE� &YQMJDJU FYQSFTTJPOT GPS )̂$%

BSF HJWFO CZ FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
 CFMPX <��m�� ��>� #PUI
SFTVMUT TUFFS UIF TZTUFN FYBDUMZ BMPOH UIF BEJBCBUJD USBKFDUPSZ
|O(U)⟩ IFODF UIF TPMVUJPO UP UIF $% QSPCMFN JT OPU BMXBZT
VOJRVF�

*O UIF '' BQQSPBDI <�� ��> B QPUFOUJBM 6̂''(U) = 6''(Ŷ, U)
JT EFTJHOFE TVDI UIBU JG UIF TZTUFN FWPMWFT VOEFS )̂+
6̂'' GSPN BO JOJUJBM FJHFOTUBUF |O(�)⟩ UIFO BU U= UG UIF TZT�
UFN BSSJWFT BU UIF EFTJSFE àOBM TUBUF |O(UG)⟩� "U JOUFSNFEJ�
BUF UJNFT UIF TUBUF PG UIF TZTUFN UBLFT UIF GPSN ψ(Y, U) =
FJ4(Y,U)/!⟨Y|O(U)⟩ XIFSF 4(Y, U) JT SFBM� /PUF UIBU XIJMF ψ(Y, U)
JUTFMG JT OPU BO FJHFOTUBUF PG )̂(U) JUT DPPSEJOBUF�TQBDF QSPCBC�
JMJUZ EJTUSJCVUJPO DPJODJEFT XJUI UIF FJHFOTUBUF QSPCBCJMJUZ EJT�
USJCVUJPO� |ψ(Y, U)|� = |⟨Y|O(U)⟩|��

*O UIF TIPSUDVUT EFTDSJCFE BCPWF UIF HPBM JT UPNBLF UIF TZT�
UFN BSSJWF SBQJEMZ BU B EFTUJOBUJPO JU XPVME IBWF SFBDIFE OBU�
VSBMMZ IBE UIF QSPDFTT CFFO DBSSJFE PVU RVBTJTUBUJDBMMZ� *O UIF
RVBOUVN DBTF UIF EFTJSFE EFTUJOBUJPO JT BO FOFSHZ FJHFOTUBUF
CVU BT XF TIBMM TFF UIF TBNF HPBM DBO CF SFGPSNVMBUFE GPS DMBT�
TJDBM TZTUFNT HPWFSOFE CZ )BNJMUPO�T FRVBUJPOT 	TFDUJPO �

BOE GPS TUPDIBTUJD TZTUFNT FWPMWJOH VOEFS PWFSEBNQFE BOE
VOEFSEBNQFE #SPXOJBO EZOBNJDT 	TFDUJPOT ���m���
� *O GBDU
OPU POMZ JT UIF HPBM UIF TBNF�SBQJE FWPMVUJPO UP B RVBTJ�
TUBUJD PVUDPNF�CVU UIFSF BSF DMPTF TJNJMBSJUJFT CFUXFFO UIF
WBSJPVT RVBOUVN DMBTTJDBM BOE TUPDIBTUJD TIPSUDVUT EFTJHOFE
UP BDIJFWF UIJT HPBM� " OVNCFS PG TUSBUFHJFT GPS DPOTUSVDUJOH
TIPSUDVUT DBO CF VOJàFE XJUIJO B GSBNFXPSL PSHBOJ[FE BSPVOE

UIF DPOUJOVJUZ FRVBUJPO <��>� *O FBDI DBTF UIF TUSBUFHZ JOWPMWFT
JEFOUJGZJOH B WFMPDJUZ àFME W(Y, U) PS FMTF UIF DPSSFTQPOEJOH
BDDFMFSBUJPO àFME B(Y, U) UIFO VTJOH UIJT àFME UP DPOTUSVDU UIF
$% PS '' )BNJMUPOJBO PS QPUFOUJBM�TFF FRVBUJPOT 	��
 	��

	��
 BOE 	��
�

"MUIPVHI UIF UFSN 45" JT XJEFMZ VTFE JO UIF DPOUFYU PG
RVBOUVN BOE )BNJMUPOJBO DMBTTJDBM EZOBNJDT GPS TUPDIBTUJD
TZTUFNT PUIFS FYQSFTTJPOT TVDI BT FOHJOFFSFE TXJGU FRVJMJC�
SBUJPO <��> BOE TIPSUDVUT UP JTPUIFSNBMJUZ <��> IBWF CFFO
JOUSPEVDFE� 8IJMF UIFTF UFSNT BSF EFTDSJQUJWF XJUIJO QBSUJD�
VMBS DPOUFYUT UIFZ EP OPU GVMMZ DBQUVSF UIF CSPBE TDPQF PG
NFUIPET UIBU IBWF CFFO EFWFMPQFE� *O UIJT SFWJFX XF XJMM
VTF UIF HFOFSBM UFSNJOPMPHZ TXJGU TUBUF�UP�TUBUF USBOTGPSNB�
UJPOT BOE UIF BDSPOZN 445 UP FNCSBDF UIF FOUJSF DBUBMPHVF
PG TIPSUDVUUJOH�TFF BQQFOEJY " GPS B TVNNBSZ PG BDSPOZNT
VTFE UISPVHIPVU�

5IJT SFWJFX GPDVTFT QSJNBSJMZ PO TZTUFNT FWPMWJOH VOEFS
TUPDIBTUJD EZOBNJDT CVU XF CFHJO JO TFDUJPO � CZ EFTDSJC�
JOH TIPSUDVUT EFWFMPQFE GPS DMBTTJDBM NFDIBOJDBM TZTUFNT HPW�
FSOFE CZ )BNJMUPOJBO EZOBNJDT� .BJOMZ XF EFTDSJCF UIF HFO�
FSBMJ[BUJPO UP DMBTTJDBM NFDIBOJDT PG $% BOE '' ESJWJOH� 5IFTF
NFUIPET CPUI JO UIFJS RVBOUVN BOE DMBTTJDBM WFSTJPOT BSF
CBTFE PO UIF UJNF NBOJQVMBUJPO PG UIF TZTUFN )BNJMUPOJBO�
"MTP XF CSJFáZ EFTDSJCF PUIFS TIPSUDVUT�GPS JOTUBODF JO UIF
GSBNFXPSL PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO� 4FDUJPO � JT EFWPUFE
UP TIPSUDVUT GPS TZTUFNT JO DPOUBDU XJUI B UIFSNBM CBUI BOE
UIVT EFTDSJCFE CZ TUPDIBTUJD EZOBNJDT DPEJàFE GPS JOTUBODF
CZ UIF 'PLLFSm1MBODL 	'1
 FRVBUJPO�GPDVTJOH PO SBQJE USBOT�
JUJPOT CFUXFFO FRVJMJCSJVN TUBUFT� 5IFSFJO XF GVSUIFS HFOFS�
BMJ[F UISFF NBJO 45" RVBOUVN BQQSPBDIFT 	JOWFSTF FOHJOFFS�
JOH $% NFUIPE BOE ''
 UP UIF TUPDIBTUJD GSBNFXPSL CZ UJNF
NBOJQVMBUJOH UIF QPUFOUJBM FOFSHZ J�F� CZ BQQMZJOH B TVJUBCMZ
DIPTFO FYUFSOBM GPSDF� *O BEEJUJPO XF DPOTJEFS B OFX QPTTJC�
JMJUZ PG UVOJOH UIF FWPMVUJPO PG UIFTF TZTUFNT� FOHJOFFSJOH UIF
UIFSNBM FOWJSPONFOU�
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-PPTFMZ TQFBLJOH JU NBZ BSHVFE UIBU UIF àOJUF�UJNF ESJWJOH
BTTPDJBUFE XJUI 445 XIJDI JOWPMWFT UIF FYQMPSBUJPO PG OPO�
FRVJMJCSJVN TUBUFT SFRVJSFT NPSF SFTPVSDFT UIBO BO JOàOJUFMZ
TMPX BEJBCBUJD DPOOFDUJPO�GPS XIJDI UIF TZTUFN JT BU FRVJ�
MJCSJVN GPS BMM UJNFT� 5P CF DPODSFUF GPS BO JTPUIFSNBM QSP�
DFTT UIF XPSL QFSGPSNFE PO UIF TZTUFN JT NJOJNJ[FE XIFO
UIF QSPDFTT JT QFSGPSNFE JOàOJUFMZ TMPXMZ BOE JO UIJT DBTF
UIF XPSL JT FRVBM UP UIF GSFF FOFSHZ EJGGFSFODF CFUXFFO UIF
àOBM BOE JOJUJBM TUBUFT� 'PS 445 UIFSF FNFSHFT BO JSSFWFSTJCMF
DPOUSJCVUJPO UP UIF XPSL UIBU EFQFOET PO UIF QBUI TXFQU CZ
UIF TZTUFN� *U JT UIFSFGPSF OBUVSBM UP FYQMPSF IPX UP EFTJHO
QSPUPDPMT UIBU PQUJNBMMZ VTF UIF SFTPVSDFT BWBJMBCMF CZ NJO�
JNJ[JOH TPNF ADPTU� GVODUJPO F�H� UIF JSSFWFSTJCMF XPSL GPS
UIF JTPUIFSNBM DPOOFDUJPO� "MTP UIF TZTUFN QBSBNFUFST UIBU
CFDPNF UJNF�EFQFOEFOU JO 445 NVTU PGUFO WFSJGZ DFSUBJO DPO�
TUSBJOUT� 5IF RVFTUJPO PG NJOJNJ[JOH B DFSUBJO DPTU GVODUJPO
UIBU JT B GVODUJPOBM PG UIF USBKFDUPSZ XJUI DPOTUSBJOFE QBSBNFU�
FST JT UIF DFOUSBM QSPCMFN PG PQUJNBM DPOUSPM UIFPSZ <�� ��>�
B DPMMFDUJPO PG UPPMT UIBU IBT CFFO FNQMPZFE JO UIF BQQMJFE
NBUIFNBUJDT BOE FOHJOFFSJOH MJUFSBUVSF GPS B MPOH UJNF CVU
POMZ SFDFOUMZ JO QIZTJDT <�� ��>� *O TFDUJPO � XF BOBMZ[F
IPX UIFTF UPPMT USBOTMBUF UP UIF TFUUJOH PG TUPDIBTUJD UIFSNPEZ�
OBNJDT JODMVEJOH B CSJFG EJTDVTTJPO PG JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ
JEFBT BOE UIF FNFSHFODF PG UIF TP�DBMMFE DMBTTJDBM TQFFE MJN�
JUT� 5IFO JO TFDUJPO � XF FYUFOE QSFWJPVTMZ EJTDVTTFE UFDI�
OJRVFT UP USBOTJUJPOT CFUXFFO OPO�FRVJMJCSJVN TUBUFT� 4FDUJPO �
EFBMT XJUI BQQMJDBUJPOT PG TUPDIBTUJD TIPSUDVUT JODMVEJOH IFBU
FOHJOFT� 'JOBMMZ QFSTQFDUJWFT BOE DPODMVTJPOT BSF ESBXO JO
TFDUJPO ��

5IF TUPDIBTUJD EZOBNJDT DPOTJEFSFE JO TFDUJPOT �m�
BDDPVOU GPS UIF FGGFDUT PG UIFSNBM OPJTF JO UIF TVSSPVOEJOH
CBUI� )PXFWFS UIF SFTVMUJOH SBOEPNOFTT HFOFSBMMZ CFDPNFT
OFHMJHJCMF 	UIBU JT PG SFMBUJWF PSEFS /−�/� XIFSF / JT UIF OVN�
CFS PG EFHSFFT PG GSFFEPN PG UIF TZTUFN
 JO UIF NBDSPTDPQJD
MJNJU /→∞� *O UIJT MJNJU UIF FGGFDUT PG UIF CBUI DBO UZQJD�
BMMZ CF NPEFMFE CZ EFUFSNJOJTUJD FRVBUJPOT PG NPUJPO� 'PS UIJT
SFBTPO PVS SFWJFX HFOFSBMMZ GPDVTFT PO TZTUFNT XJUI POF PS
B GFX EFHSFFT PG GSFFEPN XIFSF UIF SPMF PG OPJTF DBOOPU CF
OFHMFDUFE�

�� 4IPSUDVUT GPS JTPMBUFE DMBTTJDBM TZTUFNT

���� #BDLHSPVOE BOE TFUVQ

"T JOEJDBUFE BCPWF UIF HFOFSBM HPBM PG 45" JT UP TUFFS B
TZTUFN UP BSSJWF RVJDLMZ BU B EFTUJOBUJPO UIBU JU XPVME IBWF
SFBDIFE XJUIPVU FYUFSOBM BTTJTUBODF 	TP UP TQFBL
 JG UIF QSP�
DFTT XFSF QFSGPSNFE JOàOJUFMZ TMPXMZ� 'PS RVBOUVN TIPSUDVUT
UIJT EFTJSFE EFTUJOBUJPO JT BO FOFSHZ FJHFOTUBUF� 'PS TIPSUDVUT
JOWPMWJOH JTPMBUFE DMBTTJDBM TZTUFNT UIF HPBM JT NPTU OBUVSBMMZ
GSBNFE JO UFSNT PG BEJBCBUJD JOWBSJBOUT UIFSFGPSF XF CFHJO UIJT
TFDUJPO XJUI B EJTDVTTJPO PG DMBTTJDBM BEJBCBUJD JOWBSJBOUT�

5IF TUVEZ PG UIFTF JOWBSJBOUT USBDFT CBDL NPSF UIBO B DFO�
UVSZ <�� ��> UP UIF QSPCMFN PG B TJNQMF QFOEVMVN XIPTF
MFOHUI ℓ WBSJFT XJUI UJNF� *G ℓ DIBOHFT TMPXMZ UIFO TP UPP
EP CPUI UIF QFOEVMVN GSFRVFODZ ν BOE JUT FOFSHZ &� )PX�
FWFS JO UIF IBSNPOJD SFHJNF PG TNBMM PTDJMMBUJPOT UIF SBUJP

&/ν SFNBJOT àYFE JO UIF MJNJU PG JOàOJUFMZ TMPX WBSJBUJPO PG
UIF QFOEVMVN MFOHUI��

.PSF HFOFSBMMZ DPOTJEFS B DMBTTJDBM QBSUJDMF PG NBTT N JO
POF EFHSFF PG GSFFEPN EFTDSJCFE CZ B )BNJMUPOJBO

)([, U) =
Q�

�N
+6(Y, U), 	�


XIFSF [= (Y,Q) EFOPUFT B QPJOU JO QIBTF TQBDF� 'PS BOZ àYFE
WBMVF PG U XF UBLF 6(Y, U) UP CF B DPOàOJOH QPUFOUJBM XJUI
DMPTFE 	QFSJPEJD
 PSCJUT JO QIBTF TQBDF� 8F BTTVNF UIBU6(Y, U)
IBT B TJOHMF NJOJNVN XIPTF MPDBUJPO NBZ EFQFOE PO U�� UIBU
6(Y, U) WBSJFT XJUI UJNF POMZ EVSJOH UIF JOUFSWBM UJ = �! U! UG�
BOE UIBU UIF UJNF�EFQFOEFODF PG UIF QPUFOUJBM JT UVSOFE PO BOE
PGG TNPPUIMZ BU U= � BOE U= UG SFTQFDUJWFMZ�NPSF QSFDJTFMZ
6(Y, U) JT UXJDF EJGGFSFOUJBCMF XJUI SFTQFDU UP UJNF� 6OEFS UIFTF
DPOEJUJPOT JG XF USFBU U BT àYFE QBSBNFUFS UIFO FWFSZ USBKFDUPSZ
FWPMWJOH VOEFS)([, U) JT DMPTFE 	J�F� QFSJPEJD
� *G XF JOTUFBE MFU
U EFOPUF UIF SVOOJOH UJNF UIFO UIF BDUJPO

*(&, U) =
˛
&
EYQ 	�


JT BO BEJBCBUJD JOWBSJBOU <��>� 5IF SJHIU TJEF JOEJDBUFT B DMPDL�
XJTF MJOF JOUFHSBM BSPVOE UIF FOFSHZ TIFMM & UIBU JT UIF MFWFM
TFU )([, U) = & XIJDI GPSNT B DMPTFE MPPQ JO QIBTF TQBDF 	TFF
àHVSF �
� 8F XJMM VTF UIF OPUBUJPO E(U, *) UP EFOPUF UIF FOFSHZ
TIFMM PG )([, U) XIPTF BDUJPO JT *�

*NBHJOF B DMBTTJDBM USBKFDUPSZ [	U
 UIBU FWPMWFT VOEFS
)BNJMUPO�T FRVBUJPOT PG NPUJPO BT )([, U) JT WBSJFE FYUSFNFMZ
TMPXMZ PWFS B MPOH UJNF JOUFSWBM �! U! UG� -FU &(U)≡
)([(U), U) EFOPUF UIF TMPXMZ FWPMWJOH FOFSHZ PG UIJT USBKFDUPSZ�
*O TUBUJOH UIBU UIF BDUJPO * JT BO BEJBCBUJD JOWBSJBOU XF NFBO
UIBU JO UIF MJNJU PG JOàOJUFMZ TMPX ESJWJOH JUT WBMVF SFNBJOT DPO�
TUBOU BMPOH UIJT USBKFDUPSZ�

*(&(U), U) = *(&(�),�)≡ *J , �! U! UG 	�


FWFO UIPVHI JO HFOFSBM &(U) ̸= &(�)� 'PS B IBSNPOJD PTDJM�
MBUPS XJUI UJNF�EFQFOEFOU GSFRVFODZ ν(U) UIF BDUJPO EFàOFE
CZ FRVBUJPO 	�
 JT FRVBM UP *(&, U) = &/ν JO BHSFFNFOU XJUI
UIF EJTDVTTJPO PG UIF TJNQMF QFOEVMVN BCPWF�

5IF JOUFHSBM JO FRVBUJPO 	�
 HJWFT UIF QIBTF TQBDF WPMVNF�

FODMPTFE CZ UIF FOFSHZ TIFMM IFODF XF DBO FRVBMMZ XFMM XSJUF

*(&, U) =
ˆ
E[θ [&−)([, U)] 	�


� /PUF UIF DPSSFTQPOEFODF CFUXFFO UIF DMBTTJDBM BEJBCBUJD JOWBSJBOU &/ν BOE
UIF RVBOUVN OVNCFS O� TJODF UIF OUI FJHFOFOFSHZ PG B IBSNPOJD PTDJMMBUPS JT
HJWFO CZ &O = Iν

(
O+ �

�

)
 UIF RVBOUVN BEJBCBUJD JOWBSJBODF PG ONBUDIFT UIF

DMBTTJDBM BEJBCBUJD JOWBSJBODF PG &/ν�
� 'PS QPUFOUJBMT XJUI UXP PS NPSF MPDBM NJOJNB UIF BEJBCBUJD JOWBSJBODF PG
UIF BDUJPO CSFBLT EPXO XIFO QIBTF TQBDF TFQBSBUSJDFT BSF DSPTTFE <��>� 5P
FYDMVEF UIJT DPNQMJDBUJOH GFBUVSF XF BTTVNF POMZ B TJOHMF NJOJNVN�
� #Z DPOWFOUJPO XF VTF UIF UFSN AWPMVNF� SBUIFS UIBO ABSFB� FWFO UIPVHI
QIBTF TQBDF JT UXP�EJNFOTJPOBM�

�



3FQ� 1SPH� 1IZT� �� 	����
 ������ 3FWJFX

'JHVSF �� *O 	B
 UIF EBTIFE MPPQ EFQJDUT BO FOFSHZ TIFMM E(�, *J) PG
)([,�) BOE UIF TPMJE MPPQ LJ = L(�) EFQJDUT JOJUJBM DPOEJUJPOT GPS B
TFU PG USBKFDUPSJFT UIBU TVCTFRVFOUMZ FWPMWF VOEFS )([, U) XIFSF
[= (Y,Q)� 5IF UXP MPPQT BSF JEFOUJDBM BU U= � BT TIPXO� *O 	C
 UIF
EBTIFE MPPQ EFQJDUT UIF FOFSHZ TIFMM E(UG, *J) PG )([, UG) XIJMF UIF
TPMJE MPPQ LG = L(UG) EFQJDUT UIF àOBM DPOEJUJPOT GPS UIF TFU PG
USBKFDUPSJFT� *O UIF BEJBCBUJD MJNJU UIF UXP XPVME DPJODJEF
LG = E(UG, *J) BT UIF BDUJPO * CFDPNFT JOWBSJBOU� 'PS BOZ DIPJDF PG UG
UIF QIBTF TQBDF WPMVNF FODMPTFE CZ CPUI MPPQT JO 	C
 JT FRVBM UP UIBU
FODMPTFE CZ UIF MPPQT JO 	B
 CZ -JPVWJMMF�T UIFPSFN FWFO UIPVHI
UIF MPPQ LG JT OPU JUTFMG BO FOFSHZ TIFMM�

XIFSF θ(·) JT UIF VOJU TUFQ GVODUJPO BOE
´
E[=

´
EY
´
EQ

EFOPUFT JOUFHSBUJPO PWFS QIBTF TQBDF� 5IVT UIF BEJBCBUJD
JOWBSJBODF PG UIF BDUJPO DBO CF EFTDSJCFE BT GPMMPXT� JG B USBKFDU�
PSZ JT JOJUJBMMZ MPDBUFE PO BO FOFSHZ TIFMM E(�, *J) UIBU FODMPTFT
QIBTF TQBDF WPMVNF *J UIFO GPS BOZ U ∈ [�, UG] UIF USBKFDUPSZ XJMM
CF MPDBUFE PO UIF FOFSHZ TIFMM E(U, *J) XIJDI FODMPTFT UIF TBNF
BNPVOU PG QIBTF TQBDF�

$MBTTJDBM 45" BQQMZ XIFO UIF WBSJBUJPO PG UIF QPUFOUJBM
)([, U) JT OPU TMPX� $POTJEFS BHBJO UIF )BNJMUPOJBO HJWFO CZ
FRVBUJPO 	�
 POMZ OPX JNBHJOF UIBU UIF JOUFSWBM [�, UG] PWFS
XIJDI ) WBSJFT XJUI UJNF JT OPU QBSUJDVMBSMZ MPOH�JOEFFE
JU DBO CF BSCJUSBSJMZ TIPSU UIPVHI àOJUF� *O UIJT TJUVBUJPO UIF
BDUJPO * JT HFOFSBMMZ OPU JOWBSJBOU�

*(&(U), U) ̸= *(&(�),�) . 	�


8F XJMM WJFX UIF OPO�JOWBSJBODF PG UIF BDUJPO BT B EFà�
DJFODZ UP CF DPSSFDUFE VTJOH UPPMT TJNJMBS UP UIPTF EFWJTFE GPS
RVBOUVN 45"�

*O XIBU GPMMPXT UIF UFSN TMPX ESJWJOH SFGFST UP UIF BEJB�
CBUJD MJNJU XIJMF GBTU ESJWJOH EFOPUFT OPO�BEJBCBUJD UJNF�
EFQFOEFODF PG )([, U)�

8IJMF UIF EJTDVTTJPO BCPWF IBT GPDVTFE PO UIF FWPMVUJPO
PG B TJOHMF USBKFDUPSZ [	U
 UIF JOWBSJBODF PG UIF BDUJPO GPS
TMPX ESJWJOH BOE UIF CSFBLJOH PG UIBU JOWBSJBODF GPS SBQJE
ESJWJOH BSF DPOWFOJFOUMZ WJTVBMJ[FE JO UFSNT PG DMPTFE MPPQT
FWPMWJOH JO QIBTF TQBDF� TFF àHVSF �� *NBHJOF BU U= � B DPM�
MFDUJPO PG JOàOJUFMZ NBOZ JOJUJBM DPOEJUJPOT EJTUSJCVUFE PWFS B
TJOHMF FOFSHZ TIFMM PG UIF JOJUJBM )BNJMUPOJBO XJUI BDUJPO *J�
5IFTF JOJUJBM DPOEJUJPOT EFàOF B MPPQ LJ UIBU DPJODJEFT XJUI
UIF FOFSHZ TIFMM LJ = E(�, *J) BT EFQJDUFE TDIFNBUJDBMMZ JO
àHVSF �	B
� 'SPN FBDI PG UIFTF JOJUJBM DPOEJUJPOT B USBKFDUPSZ
[	U
 FWPMWFT VOEFS )([, U)� "U BOZ MBUFS UJNF U> � B TOBQTIPU
PG UIFTF USBKFDUPSJFT EFàOFT B OFX DMPTFE MPPQ L(U)� 6OEFS
TMPX ESJWJOH FRVBUJPO 	�
 JNQMJFT UIBU UIF MPPQ L(U) ADMJOHT�
BU BMM UJNF UP UIF JOTUBOUBOFPVT TIFMM XIPTF BDUJPO JT *J UIBU
JT L(U) = E(U, *J) GPS BMM U ∈ [�, UG]� *O QBSUJDVMBS UIF JOJUJBM MPPQ

LJ = L(�) JT NBQQFE POUP B àOBM MPPQ LG ≡ L(UG) = E(UG, *J)
UIBU DPJODJEFT XJUI BO FOFSHZ TIFMM PG UIF àOBM )BNJMUPOJBO
	TFF UIF EBTIFE HSBZ MPPQ JO àHVSF �	C

� *O UFSNT PG UIF JOJUJBM
BOE àOBM FOFSHJFT PG UIF USBKFDUPSZ XF IBWF

*(&J,�) = *(&G, UG) = *J , 	�


XIFSF &J = &(�) BOE &G = &(UG)� 6OEFS GBTU ESJWJOH CZ DPO�
USBTU UIF MPPQ L(U) TUSBZT BXBZ GSPN UIF FOFSHZ TIFMM E(U, *J)
BT JMMVTUSBUFE GPS U= UG JO àHVSF �	C
�

5IF HPBM PG DMBTTJDBM 45" DBO CF TUBUFE BT GPMMPXT� GPS B
SBQJEMZ ESJWFO )BNJMUPOJBO )([, U) BOE BO BDUJPO *J EFWJTF B
TUSBUFHZ UIBU FWPMWFT UIF MPPQ LJ = E(�, *J) UP UIF MPPQ LG =
E(UG, *J) VOEFS )BNJMUPOJBO FWPMVUJPO� 5IJT JT BOBMPHPVT UP UIF
TJUVBUJPO JO RVBOUVN 445 XIFSF UIF HPBM JT UP VTF VOJUBSZ
FWPMVUJPO UP FWPMWF B XBWFGVODUJPO GSPN BO FJHFOTUBUF PG BO
JOJUJBM )BNJMUPOJBO UP UIF DPSSFTQPOEJOH FJHFOTUBUF PG UIF àOBM
)BNJMUPOJBO�

*O UIF DMBTTJDBM DBTF XF BUUFNQU UPNFFU UIJT HPBM CZ EFTJHO�
JOH BO BVYJMJBSZ UFSN )BVY([, U) TVDI UIBU UIF EFTJSFE FWPMVUJPO
JT HFOFSBUFE CZ UIF )BNJMUPOJBO

)445([, U) = )([, U)+)BVY([, U) . 	�


5IF BVYJMJBSZ UFSN FGGFDUJWFMZ TUFFST UIF FWPMWJOH MPPQ L(U) UP
UIF EFTJSFE UBSHFU OBNFMZ UIF àOBM FOFSHZ TIFMM E(UG, *J)� 8IJMF
UIF EZOBNJDT BSF HFOFSBUFE CZ )445([, U) XF FNQIBTJ[F UIBU
UIF FOFSHZ TIFMMT E(U, *) BSF BMXBZT EFàOFE XJUI SFTQFDU UP UIF
PSJHJOBM )BNJMUPOJBO )([, U)�

8F OPX JEFOUJGZ UISFF EJGGFSFOU áBWPST PG UIJT QSPCMFN
XIJDI EJGGFS GSPN POF BOPUIFS JO IPX BNCJUJPVTMZ UIF BCPWF�
NFOUJPOFE HPBM JT BEESFTTFE�

• *O POF WFSTJPO PG UIF QSPCMFN )BVY JT JOEFQFOEFOU PG UIF
DIPJDF PG BDUJPO *J BOE UIF BDUJPO SFNBJOT JOWBSJBOU UISPVHI�
PVU UIF FOUJSF QSPDFTT J�F� FRVBUJPO 	�
 JT TBUJTàFE BU BMM
UJNFT BOE GPS BOZ DIPJDF PG &J = &(�)� 5IJT SFQSFTFOUT UIF
TUSPOHFTU WFSTJPO PG UIF QSPCMFN BOE XF XJMM SFGFS UP JU BT
HMPCBM DPVOUFSEJBCBUJD 	($%
 ESJWJOH�

• *O B TPNFXIBU NPSF SFMBYFE WFSTJPO XF DPOUJOVF UP
JOTJTU UIBU UIF BDUJPO CF JOWBSJBOU UISPVHIPVU UIF QSPDFTT
	FRVBUJPO 	�

 CVU OPX XF BMMPX )BVY UP EFQFOE PO UIF
DIPJDF PG *J FRVJWBMFOUMZ PO UIF DIPJDF PG &J� XF XJMM DBMM
UIJT MPDBM DPVOUFSEJBCBUJD 	-$%
 ESJWJOH�

• *O UIF NPTU SFMBYFE WFSTJPO PG UIF QSPCMFN XF BMMPX )BVY

UP EFQFOE PO UIF DIPJDF PG *J 	BT XJUI -$% ESJWJOH
 BOE
XF GVSUIFS BMMPX UIF JOWBSJBODF PG UIF BDUJPO UP CF CSPLFO BU
JOUFSNFEJBUF UJNFT �< U< UG JOTJTUJOH POMZ UIBU *(&G, UG) =
*(&J,�) 	FRVBUJPO 	�

�8F SFGFS UP UIJT WFSTJPO BT'' ESJWJOH�

5IF EFTJHOBUJPOT HMPCBM BOE MPDBM SFáFDU UIF EJTUJODUJPO UIBU
JO POF DBTF 	($%
 B TJOHMF )BVY NVTU TVDDFFE GPS BMM FOFSHZ
TIFMMT J�F� HMPCBMMZ XIJMF JO UIF PUIFS 	-$%
 XF BSF GSFF UP
EFTJHO )BVY CBTFE PO UIF FOFSHZ TIFMM VOEFS DPOTJEFSBUJPO J�F�
MPDBMMZ� 5IF UFSNT $% BOE '' BSF UBLFO GSPN UIF MJUFSBUVSF
PO RVBOUVN TIPSUDVUT�UIF GPSNFS TJHOJàFT UIF TVQQSFTTJPO PG
OPO�BEJBCBUJD FYDJUBUJPOT <��> XIJMF UIF MBUUFS FWPLFT B NFDI�
BOJTN GPS SBQJEMZ BSSJWJOH BU B EFTJSFE àOBM EFTUJOBUJPO SFHBSE�
MFTT PG UIF JOUFSNFEJBUF QBUI UBLFO UP HFU UIFSF <��>�

�
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"MM UISFF WFSTJPOT PG UIF DMBTTJDBM 445 QSPCMFN�BT EFàOFE
BCPWF GPS POF EFHSFF PG GSFFEPN�IBWF CFFO TPMWFE JO UIF
TFOTF UIBU JO FBDI WFSTJPO BO FYQMJDJU SFDJQF IBT CFFO EFWJTFE
GPS DPOTUSVDUJOH BO BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO UIBU BDIJFWFT UIF
EFTJSFE TUFFSJOH PG USBKFDUPSJFT� "T EFTDSJCFE JO HSFBUFS EFUBJM
CFMPX GPS ($% ESJWJOH UIF BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO JT HFOFS�
BMMZ B DPNQMJDBUFE OPO�MJOFBS GVODUJPO PG CPUI QPTJUJPO 	Y
 BOE
NPNFOUVN 	Q
� 'PS -$% ESJWJOH UIF BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO
JT TJNQMFS UBLJOH UIF GPSN )BVY([, U) = QW(Y, U) XJUI W(Y, U)
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 CFMPX� 'JOBMMZ GPS '' ESJWJOH UIF
BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO EPFT OPU EFQFOE PO NPNFOUVN BU BMM
JO PUIFS XPSET UIF EFTJSFE HPBM DBO CF TBUJTàFE CZ BEEJOH B
UJNF EFQFOEFOU QPUFOUJBM FOFSHZ GVODUJPO 6''(Y, U) UP UIF PSJ�
HJOBM )BNJMUPOJBO� 1FSIBQT OPU TVSQSJTJOHMZ BT XF SFMBY PVS
EFNBOET PO UIF QFSGPSNBODF PG UIF BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO
GSPN HMPCBM UP MPDBM UP '' UIF GPSN PG )BVY CFDPNFT TJN�
QMFS BU MFBTU JO JUT EFQFOEFODF PO NPNFOUVN� )BVY(Y,Q, U)→
QW(Y, U)→ 6''(Y, U)�

-$% BOE '' ESJWJOH BSF DMPTFMZ SFMBUFE� UIF GVODUJPO W(Y, U)
UIBU BQQFBST JO UIF -$% BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO 	FRVBUJPO 	��


JT BMTP VTFE UP DPOTUSVDU UIF '' QPUFOUJBM 6'' BT FMBCPS�
BUFE JO TFDUJPO ���� *O HFOFSBM ($% ESJWJOH JT OPU DMPTFMZ
SFMBUFE UP UIF PUIFS UXP� )PXFWFS GPS B QBSUJDVMBS DMBTT PG
ESJWJOH QSPUPDPMT UIBU HP CZ UIF OBNF PG TDBMF�JOWBSJBOU ESJW�
JOH <��> ($% BOE -$% ESJWJOH BSF JEFOUJDBM HJWJOH UIF TBNF
)BVY([, U) 	TFF FRVBUJPO 	��
 CFMPX
� 4DBMF�JOWBSJBOU QSPUPDPMT
BSF UIPTF GPS XIJDI UIF QPUFOUJBM6(Y, U) JO FRVBUJPO 	�
 IBT UIF
GPSN <�� ��>

6(Y, U) =
�
σ�6�

(
Y−µ

σ

)
	�


XIFSF σ = σ(U) BOE µ= µ(U) BSF GVODUJPOT PG UJNF� #Z WBSZ�
JOH µ XF USBOTMBUF UIF QPUFOUJBM XIJMF WBSZJOH σ TUSFUDIFT PS
TRVFF[FT UIF QPUFOUJBM BMPOH UIF Y BYJT BOE SFTDBMFT JUT NBH�
OJUVEF XJUIPVU PUIFSXJTF BMUFSJOH JUT QSPàMF� 1PUFOUJBMT PG UIJT
GPSN HJWF SJTF UP DPOWFOJFOU TDBMJOH QSPQFSUJFT PG CPUI UIF
DMBTTJDBM EZOBNJDT BOE UIF RVBOUVN FOFSHZ FJHFOTUBUFT <��>�
1PXFS�MBX QPUFOUJBMT 6(Y, U) = α [Y/-(U)]D XJUI D= �,�, · · · 
PGGFS BO JMMVTUSBUJWF FYBNQMF PG TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH <��>�
5IF IBSNPOJD PTDJMMBUPS XJUI UJNF�EFQFOEFOU TUJGGOFTT 	D= �

BOE UIF QBSUJDMF�JO�B�CPY XJUI UJNF�EFQFOEFOU CPY MFOHUI
	D→∞
 CFMPOH UP UIJT DMBTT�

8F OPUF JO QBTTJOH UIBU JG 6(Y, U) JT TDBMF�JOWBSJBOU 	�
 GPS
TPNF σ(U) BOE µ(U) UIFO TP JT6(Y, U)+ C/(Y−µ)� GPS BOZ SFBM
DPOTUBOU C��� 1PUFOUJBMT PG UIJT GPSN XJMM BSJTF JO TFDUJPO ����

���� 3FDJQFT GPS DMBTTJDBM 45"

8F OPX EFTDSJCF IPX UP DPOTUSVDU )BVY([, U) GPS UIF UISFF TJUV�
BUJPOT KVTU PVUMJOFE� 'PS UIF EFSJWBUJPOT PG UIFTF NFUIPET BOE
GVSUIFS EFUBJMT XF SFGFS UP UIF PSJHJOBM QBQFST DJUFE CFMPX�

*O TFDUJPOT �����m����� XF XJMM BTTVNF UIBU 6(Y, U) JT
UXJDF EJGGFSFOUJBCMF XJUI SFTQFDU UP UJNF 	TFF DPNNFOUT BGUFS
FRVBUJPO 	�

 IFODF CPUI 6 BOE ∂U6 BSF DPOUJOVPVT GVODUJPOT

�� 5IJT GPMMPXT USJWJBMMZ TJODF C/Z� = (�/σ�)C/(Z/σ)� XJUI Z= Y−µ�

PG UJNF� 4JODF ∂U6= � PVUTJEF UIF JOUFSWBM [�, UG] UIJT BTTVNQ�
UJPO JNQMJFT UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT

∂6
∂U

(Y,�+) =
∂6
∂U

(Y, U−G ) = �. 	�


*O PUIFS XPSET UIF UJNF�EFQFOEFODF PG 6 JT UVSOFE PO BOE PGG
TNPPUIMZ SBUIFS UIBO BCSVQUMZ� *O TFDUJPO ����� XF XJMM CSJFáZ
DPOTJEFS UIF JNQMJDBUJPOT PG SFMBYJOH UIJT BTTVNQUJPO�

������ ($% ESJWJOH� $MBTTJDBM ($% NJSSPST UIF RVBOUVN
BQQSPBDI EFWFMPQFE CZ %FNJSQMBL BOE 3JDF <��> BOE
#FSSZ <��>� *O UIF RVBOUVN DBTF UIF BVYJMJBSZ PS $% )BNJMUP�
OJBO JT HJWFO BT B TVN PWFS FOFSHZ FJHFOTUBUFT PG UIF PSJHJOBM
)BNJMUPOJBO )̂(U)�

)̂($%(U) = J!
∑

N

(|Ṅ⟩⟨N|−⟨N|Ṅ⟩|N⟩⟨N|) . 	��


)FSF |N⟩= |N(U)⟩ EFOPUFT UIF NUI FJHFOTUBUF PG )̂(U) BOE
|Ṅ⟩= ∂U|N(U)⟩ JT JUT UJNF EFSJWBUJWF�

8F BSF JOUFSFTUFE JO DPOTUSVDUJOH UIF DMBTTJDBM DPVOUFSQBSU
PG )̂($%(U)� 8IJMF FRVBUJPO 	��
 NBZ OPU TFFN XFMM�TVJUFE
UP UIJT FOE UIF RVBOUVN PQFSBUPS EFàOFE 	VOJRVFMZ
 CZ UIBU
FRVBUJPO DBO FRVJWBMFOUMZ CF EFàOFE CZ <��>�

[
)̂($%, )̂

]
= J!

(
∂U)̂− EJBH∂U)̂

)
	��B


⟨O|)̂($%|O⟩= � ∀O 	��C


XIFSF EJBH "̂≡
∑

N |N⟩⟨N|"̂|N⟩⟨N|� %FàOJOH )̂($% JO UIJT
NBOOFS JT DPOWFOJFOU BT UIF DPSSFTQPOEFODF CFUXFFO UIF
RVBOUVN DPNNVUBUPS ["̂, #̂] BOE UIF DMBTTJDBM 1PJTTPO CSBDLFU
{",#} UPHFUIFS XJUI UIF DPSSFTQPOEFODF CFUXFFO RVBOUVN
FOFSHZ FJHFOTUBUFT BOE DMBTTJDBM FOFSHZ TIFMMT TVHHFTU B OBU�
VSBM DMBTTJDBM BOBMPHVF�

{)($%,)}= ∂U)−⟨∂U)⟩) 	��B


⟨)($%⟩& = � ∀&. 	��C


5IF OPUBUJPO

⟨"⟩& =
´
E[δ (&−))"([)´
E[δ (&−))

	��


EFOPUFT B NJDSPDBOPOJDBM BWFSBHF PG BO PCTFSWBCMF "	[
 PWFS
UIF FOFSHZ TIFMM & PG )([, U)� 5IF MFGU TJEF PG FRVBUJPO 	��B

JT FWBMVBUFE BU B QIBTF QPJOU [ BOE UIF OPUBUJPO ⟨∂U)⟩) PO
UIF SJHIU JOEJDBUFT UIBU UIF BWFSBHF JT UBLFO PWFS UIF FOFSHZ
TIFMM DPOUBJOJOH [� TFF <��> GPS GVSUIFS EFUBJMT BT XFMM BT <��>
XIFSF UIF TBNF SFTVMU JT EFSJWFE CZ NFBOT PG DMBTTJDBM HFOFS�
BUJOH GVODUJPOT BOE <��> XIFSF )̂($% BOE)($% BSF GSBNFE BT
BEJBCBUJD HBVHF QPUFOUJBMT� :FU BOPUIFS JOUFSFTUJOH BQQSPBDI JT
UBLFO JO <��> XIFSF )($% JT DPOTUSVDUFE GSPN UIF EJTQFSTJPO�
MFTT ,PSUFXFHmEF 7SJFT IJFSBSDIZ CVJMEJOH PO FBSMJFS XPSL JO
UIF RVBOUVN DPOUFYU <��>�

�
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8F IBWF JOUSPEVDFE FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 BT UIF DMBT�
TJDBM BOBMPHVF PG FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
� *U DBO CF WFSJ�
àFE EJSFDUMZ GSPN DMBTTJDBM BOBMZTJT <��> UIBU UIF GVODUJPO
)($%([, U) EFàOFE CZ FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��B
 IBT UIF $%
QSPQFSUZ XF TFFL� BMPOH B USBKFDUPSZ [((U) FWPMWJOH VOEFS
)+)($% UIF BDUJPO JT QSFTFSWFE FYBDUMZ�

E
EU
* [)([((U), U), U] = �. 	��


)FODF UIF TPMVUJPO UP B RVBOUVN QSPCMFN FRVBUJPOT 	��B

BOE 	��C
 DPNCJOFE XJUI TFNJDMBTTJDBM SFBTPOJOH IBT ZJFM�
EFE UIF FYBDU TPMVUJPO UP UIF BOBMPHPVT DMBTTJDBM QSPCMFN
FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
�

5P USBOTMBUF FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 JOUP BO FYQMJDJU GVOD�
UJPO )($%([, U) OPUF UIBU FRVBUJPO 	��B
 JNQMJFT UIF GPMMPXJOH
SFMBUJPO GPS BOZ QPJOUT [B BOE [C PO BO FOFSHZ TIFMM & PG)([, U)�

)($%([C, U)−)($%([B, U) =
ˆ C

B
ET [∂U)([(T), U)−⟨∂U)⟩&] ,

	��

XIFSF U JT USFBUFE IFSF BT B QBSBNFUFS BOE [	T
 JT B USBKFDUPSZ
PG FOFSHZ & UIBU FWPMWFT XJUI UJNF T VOEFS àYFE )([, U) GSPN
[(B) = [B UP [(C) = [C� 5IJT SFMBUJPO EFUFSNJOFT )($%([, U) GPS
BMM QPJOUT PO UIF FOFSHZ TIFMM & VQ UP BO BEEJUJWF DPOTUBOU
XIPTF WBMVF JT JO UVSO EFUFSNJOFE CZ FRVBUJPO 	��C
� 5IJT
BEEJUJWF DPOTUBOU DBO EFQFOE PO UJNF CVU JU IBT OP EZOBNJDBM
SFMFWBODF�

&RVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 UIVT QSPWJEFT BO FYQMJDJU
SFDJQF GPS DPOTUSVDUJOH )($%� 'PS TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH 	TFF
FRVBUJPO 	�

 UIJT SFDJQF MFBET UP UIF QBSUJDVMBSMZ TJNQMF
FYQSFTTJPO <��>

)($%([, U) =
σ̇

σ
(Y−µ)Q + µ̇Q, 	��


XIFSF UIF EPUT EFOPUF EFSJWBUJWFT XJUI SFTQFDU UP UJNF� *O UIF
TQFDJBM DBTFT PG UIF IBSNPOJD PTDJMMBUPS BOE UIF QBSUJDMF�JO�B�
CPY FRVBUJPO 	��
 SFQSPEVDFT SFTVMUT EFSJWFE QSFWJPVTMZ CZ
PUIFS NFBOT <�� �� ��>�

'PS OPO�TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH JU JT EJGàDVMU UP PCUBJO
DMPTFE�GPSN FYQSFTTJPOT GPS)($% BOE POFNVTU SFTPSU UP TPMW�
JOH FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 PS 	��
 OVNFSJDBMMZ� "O FYDFQ�
UJPO JT UIF DBTF PG UIF AUJMUFE QJTUPO� XIJDI JOWPMWFT B QBSUJDMF
JOTJEF B POF�EJNFOTJPOBM CPY XJUI IBSE XBMMT TFQBSBUFE CZ
B EJTUBODF - XJUI B QPUFOUJBM JOTJEF UIF CPY UIBU JT MJOFBS JO
Y XJUI TMPQF α� &JUIFS - PS α PS CPUI DBO CF NBEF UJNF�
EFQFOEFOU� &WFO GPS UIJT SFMBUJWFMZ NPEFTU FYUFOTJPO PG UIF
QBSUJDMF�JO�B�CPY UIF FYBDU FYQSFTTJPO GPS )($% JT DPNQMJD�
BUFE BOE OPO�MJOFBS JO Q <��>�

'JOBMMZ BMUIPVHI FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 VOJRVFMZ
EFàOFT )($% FRVBUJPO 	��
 SFNBJOT TBUJTàFE GPS B USBKFDUPSZ
[((U) FWPMWJOH VOEFS )+)($% + G()) GPS BOZ EJGGFSFOUJBCMF
GVODUJPO G(·)� "T B SFTVMU UP DPOTUSVDU B HMPCBMMZ $% BVYJMJ�
BSZ )BNJMUPOJBO XF OFFE POMZ TBUJTGZ FRVBUJPO 	��B
 BOE OPU
OFDFTTBSJMZ FRVBUJPO 	��C
�JNQPTJOH UIF MBUUFS 	J�F� TFUUJOH

G = �
 BNPVOUT UP B LJOE PG HBVHF DIPJDF� "OBMPHPVT DPN�
NFOUT BQQMZ JO UIF RVBOUVN DBTF UP FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
�

������ -$% ESJWJOH� *O UIF DBTF PG -$% ESJWJOH XF TFMFDU
B WBMVF PG BDUJPO *J� 'PS BOZ U ∈ [�, UG] E(U, *J) JT UIF FOFSHZ
TIFMM PG )([, U) XJUI UIF TBNF BDUJPO *J� XF SFGFS UP UIJT TIFMM
BT UIF BEJBCBUJD FOFSHZ TIFMM GPS PVS DIPJDF PG *J� 5IJT FOFSHZ
TIFMM SFQSFTFOUT UIF EFTJSFE FWPMVUJPO XF XJTI UP HFOFSBUF� JG B
USBKFDUPSZ CFHJOT PO UIF FOFSHZ TIFMM E(�, *J) BU U= � XF XBOU
UP HVBSBOUFF UIBU JU XJMM CF GPVOE PO UIF TIFMM E(U, *J) BU BMM U ∈
[�, UG]� 6OMJLF XJUI ($% UIJT HPBM DBO CF BDDPNQMJTIFE XJUI
BO BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO UIBU JT MJOFBS JO NPNFOUVN Q�

5IF -$% BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO JOWPMWFT B GVODUJPO W(Y, U)
UIBU JT DPOTUSVDUFE BT GPMMPXT� "U UJNF U UIF TIFMM E(U, *J) GPSNT
B MPPQ JO QIBTF TQBDF XJUI MFGU BOE SJHIU UVSOJOH QPJOUT Y-(U)
BOE Y3(U)� -FU

Q̄±(Y, U) =± [�N(E(U, *J)−6(Y, U))]�/� 	��


EFOPUF UIF VQQFS BOE MPXFS CSBODIFT PG UIJT MPPQ BOE MFU

S(Y, U) = �
ˆ Y

Y-(U)
EY ′ Q̄+(Y ′, U) 	��


EFOPUF UIF WPMVNF PG QIBTF TQBDF FODMPTFE CZ E(U, *J) CFUXFFO
UIF MFGU UVSOJOH QPJOU BOE B WFSUJDBM MJOF MPDBUFE BU QPTJUJPO Y ∈
[Y-,Y3]� 	5P BWPJE DPOGVTJPO XF TUSFTT UIBUS JT OPU)BNJMUPO�T
QSJODJQBM GVODUJPO XIJDI BQQFBST JO UIF )BNJMUPOm+BDPCJ
FRVBUJPO <��>
� 4JODF S JODSFBTFT NPOPUPOJDBMMZ XJUI YXF DBO
JOWFSU JU XSJUJOH Y= Y(S, U) XJUI S ∈ [�, *J]� 8F UIFO EFàOF B
WFMPDJUZ àFME

W(Y, U) =
∂

∂U
Y(S, U) =− ∂S/∂U

∂S/∂Y 	��


VTJOH UIF DZDMJD JEFOUJUZ PG QBSUJBM EFSJWBUJWFT� 'SPN
FRVBUJPO 	�
 JU GPMMPXT UIBU W(Y,�) = W(Y, UG) = �� 5IF -$%
BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO JT UIFO HJWFO CZ

)-$%(Y,Q, U) = QW(Y, U). 	��


"EEJOH )-$% UP UIF PSJHJOBM )BNJMUPOJBO ) 	BT QFS
FRVBUJPO 	�

 HJWFT VT

)445([, U) =
Q�

�N
+6(Y, U)+ QW(Y, U) 	��


XIJDI HFOFSBUFT UIF FRVBUJPOT PG NPUJPO

Ẏ=
Q
N

+ W(Y, U) , Q̇=−∂6
∂Y

− Q
∂W
∂Y

(Y, U). 	��


6OEFS UIFTF FRVBUJPOT UIF BDUJPO JT DPOTFSWFE FYBDUMZ GPS BOZ
USBKFDUPSZ [-(U) 	XIFSF - JT TIPSU GPS -$%
 MBVODIFE GSPN UIF
JOJUJBM BEJBCBUJD FOFSHZ TIFMM <��>� 5IBU JT

[-(U) ∈ E(U, *J) 	��


�
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GPS BMM U ∈ [�, UG]� 'PS TVDI B USBKFDUPSZ UIF àSTU UFSNT BQQFBS�
JOH PO UIF SJHIU JO FRVBUJPO 	��
 HFOFSBUF NPUJPO BMPOH UIF
JOTUBOUBOFPVT FOFSHZ TIFMM XIJMF UIF TFDPOE UFSNT 	JOWPMWJOH
W
 GPSDF UIF USBKFDUPSZ UP SFNBJO BUUBDIFE UP UIF FWPMWJOH
FOFSHZ TIFMM�

'PS TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH FRVBUJPO 	��
 HJWFT

W(Y, U) =
σ̇

σ
(Y−µ)+ µ̇. 	��


"T NFOUJPOFE TIPSUMZ CFGPSF FRVBUJPO 	�
 JO UIJT TQF�
DJBM DBTF UIF ($% 	FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C

 BOE -$%
	FRVBUJPO 	��

 QSFTDSJQUJPOT ZJFME UIF TBNF BVYJMJBSZ
)BNJMUPOJBO FRVBUJPO 	��
�

������ '' ESJWJOH� )BWJOH EFàOFE W(Y, U) BCPWF JU JT TUSBJHIU�
GPSXBSE UP DPOTUSVDU UIF '' BVYJMJBSZ QPUFOUJBM 6''(Y, U)� 8F
àSTU JOUSPEVDF BO BDDFMFSBUJPO àFME

B(Y, U) =
∂W
∂Y
W+

∂W
∂U

=
∂�

∂U�
Y(S, U). 	��


6'' JT UIFO EFàOFE VQ UP BO BSCJUSBSZ GVODUJPO PG UJNF CZ

− ∂6''

∂Y
= NB(Y, U). 	��


"EEJOH 6'' UP ) HJWFT

)445([, U) =
Q�

�N
+6(Y, U)+6''(Y, U) 	��


XIJDI HFOFSBUFT UIF FRVBUJPOT PG NPUJPO

Ẏ=
Q
N

, Q̇=−∂6
∂Y

+NB(Y, U). 	��


*G UXP USBKFDUPSJFT BSF MBVODIFE GSPN JEFOUJDBM JOJUJBM DPOEJ�
UJPOT PO UIF FOFSHZ TIFMM E(�, *J) BOE POF PG UIFN [-(U)
FWPMWFT VOEFS FRVBUJPO 	��
 XIJMF UIF PUIFS ['(U) FWPMWFT
VOEFS FRVBUJPO 	��
 	XIFSF ' JT TIPSU GPS ''
 UIFO UIF UXP
BSF SFMBUFE CZ <��>

Y'(U) = Y-(U) , Q'(U) = Q-(U)+NW(Y-(U), U) . 	��


5IF UXP USBKFDUPSJFT SFVOJUF BU U= UG BT W(Y, UG) = �� 5IVT UIF
'' USBKFDUPSZ ['(U) TUBSUT PO UIF FOFSHZ TIFMM E(�, *J) BU U= �
UIFO TUSBZT GSPN E(U, *J) BU JOUFSNFEJBUF UJNFT CVU VMUJNBUFMZ
BSSJWFT BU UIF àOBM BEJBCBUJD FOFSHZ TIFMM�

['(UG) = [-(UG) ∈ E(UG, *J). 	��


*O TFDUJPO ��� PG <��> UIF DMPTF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO -$%
BOE '' ESJWJOH JT EFTDSJCFE JO UFSNT PG DBOPOJDBM HBVHF
USBOTGPSNBUJPOT UIBU NBQ )BNJMUPOJBOT PG UIF GPSN HJWFO CZ
FRVBUJPO 	��
 JOUP UIPTF HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
� " TJNJMBS
BQQSPBDI XBT VTFE JO <��> BOE BOBMPHPVT VOJUBSZ USBOTGPSNB�
UJPOT XFSF FBSMJFS JOUSPEVDFE JO UIF RVBOUVN DPOUFYU JO <��>�

'PS TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH FRVBUJPOT 	��
m	��
 MFBE UP UIF
GPMMPXJOH '' QPUFOUJBM <��>�

6''(Y, U) =−N
�
σ̈

σ
(Y−µ)� −Nµ̈Y. 	��


'PS UIF TQFDJBM DBTFT PG UIF IBSNPOJD PTDJMMBUPS BOE QBSUJDMF�JO�
B�CPY FRVJWBMFOU SFTVMUT XFSF PCUBJOFE VTJOH BO JOWFSTF FOHJO�
FFSJOH BQQSPBDI JO <�� ��>�

-FU VT GPDVT CSJFáZ PO UIF IBSNPOJD PTDJMMBUPS GPS XIJDI
UIF PSJHJOBM )BNJMUPOJBO JT HJWFO CZ

)([, U) =
Q�

�N
+
N
�
ω�(U)Y�, 	��


XJUI ω̇(�) = ω̈(�) = ω̇(UG) = ω̈(UG) = �� 5IF QPUFOUJBM 6(Y, U)
JO FRVBUJPO 	��
 DBO CF DBTU JOUP TDBMF�JOWBSJBOU GPSN 	TFF
FRVBUJPO 	�

 CZ TFUUJOH6�(Y) = NY�/� σ = ω−�/� BOE µ= ��
6TJOH FRVBUJPO 	��
 XF DBO UIFO DPNCJOF 6 BOE 6'' JOUP B
TJOHMF RVBESBUJD QPUFOUJBM 	TFF FRVBUJPO 	��

�

)445([, U) =
Q�

�N
+
N
�
Ω�(U)Y� 	��


XJUI

Ω� = ω� − �
�
ω̇�

ω� +
�
�
ω̈

ω
. 	��


3FXSJUJOH UIF SJHIU TJEF PG FRVBUJPO 	��
 JO UFSNT PG σ SBUIFS
UIBO ω BOE SF�PSEFSJOH UFSNT XF HFU

σ̈+Ω�σ = σ−� . 	��


5IJT JT UIF &SNBLPW FRVBUJPO XIJDI XBT VTFE JO <��> BT UIF
TUBSUJOH QPJOU GPS EFTJHOJOH B 445 QSPUPDPM GPS UIF IBSNPOJD
PTDJMMBUPS� 8IFO Ω JT DPOTUBOU UIJT FRVBUJPO BENJUT B TJNQMF
TPMVUJPO TJODF σ� GPMMPXT B IBSNPOJD PTDJMMBUPS FRVBUJPO TFF
FRVBUJPO 	��
 CFMPX�

������ #PVOEBSZ DPOEJUJPOT JO UJNF� 5P UIJT QPJOU XF IBWF
BTTVNFE UIBU UIF UJNF�EFQFOEFODF PG 6 JT UVSOFE PO BOE
PGG TNPPUIMZ� TFF FRVBUJPO 	�
� 'PS ($% BOE -$% ESJW�
JOH UIJT BTTVNQUJPO JT VOOFDFTTBSZ� BT MPOH BT 6 JT PODF�
EJGGFSFOUJBCMF XJUI SFTQFDU UP UJNF UIF SFTVMUT EFTDSJCFE JO
TFDUJPOT ����� BOE ����� SFNBJO WBMJE� " EJTDPOUJOVJUZ JO ∂U6
BU U= � PS U= UG NFSFMZ JNQMJFT UIBU )BVY JT UVSOFE PO PS PGG
BCSVQUMZ�

8JUI '' ESJWJOH UIF TJUVBUJPO JT TVCUMFS� *G ∂U6 JT EJTDPOUJOV�
PVT BU U= � UIFO TP JT UIF WFMPDJUZ àFME W(Y, U) IFODF UIF BDDFM�
FSBUJPO àFME B(Y, U) 	FRVBUJPO 	��

 JT VOEFàOFE� *O UIJT TJUV�
BUJPO UIF DMBTTJDBM '' NFUIPE PG TFDUJPO ����� DBO CF TBMWBHFE
JG XF BQQMZ UIF GPMMPXJOH JNQVMTJWF QPUFOUJBM BU U= ��

6JNQ(Y, U) =−Nδ(U)
ˆ Y

EY ′ W(Y ′,�+). 	��


	5IF DIPJDF PG UIF MPXFS MJNJU PG JOUFHSBUJPO JT BSCJUSBSZ�
 5IJT
QPUFOUJBM DBVTFT B USBKFDUPSZ XJUI JOJUJBM QIBTF TQBDF DPOEJ�
UJPOT 	Y Q
 BU U= �− UP KVNQ TVEEFOMZ UP (Y,Q+NW(Y,�+)) BU
U= �+� *G ∂U6 JT EJTDPOUJOVPVT BU U= UG UIFO BOPUIFS JNQVMTF
JT SFRVJSFE�

6JNQ(Y, U) = +Nδ(U− UG)
ˆ Y

EY ′ W(Y ′, U−G ). 	��


�
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0ODF UIFTF JNQVMTFT BSF JODMVEFE UIF '' ESJWJOH XPSLT BT
EFTDSJCFE JO TFDUJPO ������ *O QBSUJDVMBS BMM QPJOUT MPDBUFE PO
UIF JOJUJBM FOFSHZ TIFMM E(�, *J) BU U= �− FWPMWF UP QPJOUT PO
UIF àOBM FOFSHZ TIFMM E(UG, *J) BU U= U+G ���

'PS BO JMMVTUSBUJPO PG UIF FGGFDUT PG TVDI JNQVMTFT JO UIF DPO�
UFYU PG UIF QBSUJDMF�JO�B�CPY VOEFS '' ESJWJOH TFF TFDUJPO ***�"
PG <��>�

������ #FZPOE POF EFHSFF PG GSFFEPN� *U JT OBUVSBM UP BTL
XIFUIFS UIF DMBTTJDBM ($% -$% BOE '' SFDJQFT EJTDVTTFE
BCPWF DBO CF HFOFSBMJ[FE UP TZTUFNT XJUI O> � EFHSFFT PG
GSFFEPN� 5IJT RVFTUJPO IBT MBSHFMZ SFNBJOFE VOFYBNJOFE JO
UIF MJUFSBUVSF�

8IFO O> � UIF EFàOJUJPO PG UIF BEJBCBUJD JOWBSJBOU JUTFMG
EFQFOET PO UIF EZOBNJDT HFOFSBUFE CZ UIF TZTUFN)BNJMUPOJBO
)(Y,Q, U)� *G UIF EZOBNJDT BSF JOUFHSBCMF BU BMM WBMVFT PG U UIFO
UIF QIBTF TQBDF DPPSEJOBUFT DBO CF XSJUUFO JO UFSNT PG BDUJPO�
BOHMF WBSJBCMFT (*,X) BOE UIF BDUJPO WBSJBCMFT (*�, · · · *O) BSF
BEJBCBUJD JOWBSJBOUT <��>� *U JT QMBVTJCMF UIBU UIF NFUIPET
EFTDSJCFE BCPWF DPVME CF BQQMJFE UP DPOTUSVDU B TFQBSBUF BVYJM�
JBSZ )BNJMUPOJBO )L

BVY GPS FBDI BDUJPO�BOHMF QBJS (*L,XL) TVDI
UIBU FWPMVUJPO VOEFS )+

∑
L )

L
BVY XPVME QSFTFSWF UIF WBMVF PG

FBDI JOWBSJBOU�
*G UIF EZOBNJDT BSF FSHPEJD PWFS UIF FOFSHZ TIFMM BU BMM WBM�

VFT PG U UIFO UIF QIBTF TQBDF WPMVNF

Ω(&, U) =
ˆ
EOY
ˆ
EOQ θ [&−)(Y,Q, U)] 	��


JT UIF TPMF BEJBCBUJD JOWBSJBOU <��m��>� /PUF UIBU UIF QIBTF
TQBDF WPMVNF JT EJSFDUMZ SFMBUFE UP UIF (JCCT EFàOJUJPO PG
FOUSPQZ JO UIF NJDSPDBOPOJDBM FOTFNCMF� *O UIF TQFDJBM DBTF
XIFO UIF FSHPEJD )BNJMUPOJBOT )(Y,Q, U) XJUI U ∈ [�, UG] DPO�
TUJUVUF B DBOPOJDBM GBNJMZ�� UIF O�EJNFOTJPOBM BOBMPHVF PG
FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 JT LOPXO UP IBWF B TPMVUJPO <��>
TVHHFTUJOH UIBU )($% DBO CF DPOTUSVDUFE GPS DBOPOJDBM GBN�
JMJFT PG FSHPEJD )BNJMUPOJBOT� )PXFWFS JU JT OPU DMFBS IPX UP
FYUFOE UIJT BQQSPBDI UP UIF UZQJDBM TJUVBUJPO JO XIJDI)(Y,Q, U)
JT OPU B DBOPOJDBM GBNJMZ�

'JOBMMZ JOUFHSBCMF BOE FSHPEJD )BNJMUPOJBOT BSF UIFN�
TFMWFT TPNFXIBU TQFDJBM� B HFOFSJD DMBTTJDBM )BNJMUPOJBO JO
O> � EFHSFFT PG GSFFEPN IBT B NJYFE QIBTF TQBDF XJUI TPNF
USBKFDUPSJFT FWPMWJOH SFHVMBSMZ BOE PUIFST JSSFHVMBSMZ 	DIBPU�
JDBMMZ
 <��>� "EJBCBUJD JOWBSJBOUT GPS TVDI TZTUFNT BSF OPU BT
VOBNCJHVPVTMZ EFàOFE BT GPS JOUFHSBCMF PS FSHPEJD )BNJMUP�
OJBOT IFODF UIF WFSZ OPUJPO PG XIBU DPOTUJUVUFT B TIPSUDVU UP
BEJBCBUJDJUZ CFDPNFT NVSLZ�

���� $MBTTJDBM TIPSUDVUT BOE NJDSPDBOPOJDBM FOTFNCMFT

5IF EJTDVTTJPO JO TFDUJPO ��� GPDVTFE PO UIF FWPMVUJPO PG JOEJ�
WJEVBM USBKFDUPSJFT 	FRVBUJPOT 	��
 	��
 BOE 	��

� *U JT BMTP
VTFGVM UP BOBMZ[F UIJT QSPCMFN BU UIF TUBUJTUJDBM MFWFM�

�� *G ∂U6 JT EJTDPOUJOVPVT BU JOUFSNFEJBUF UJNFT U�, U�, . . . UIFO TJNJMBS JNQVMTFT
BU UIPTF UJNFT DBO ASFTDVF� UIF '' NFUIPE�
�� )(Y,Q, U) JT B DBOPOJDBM GBNJMZ JG)(U�) DBO CF NBQQFE UP)(U�) CZ B DBOPO�
JDBM USBOTGPSNBUJPO GPS BOZ U�, U� ∈ [�, UG] <��>�

*O UIJT TFDUJPO XF DPOTJEFS B NJDSPDBOPOJDBM FOTFNCMF PG
JOJUJBM DPOEJUJPOT PO UIF FOFSHZ TIFMM E(�, *J)� 5IJT FOTFNCMF
DBO CF VOEFSTUPPE BT B QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ UIBU JT EJTUSJCVUFE
PWFS UIF MPPQLJ TIPXO JO àHVSF �	B
� 4QFDJàDBMMZ JG XF VTF UIF
BOHMF X ∈ [�,�π) PG BDUJPO�BOHMF WBSJBCMFT 	*X
 <��> UP MBCFM
QPJOUT BSPVOE UIF MPPQ UIFO UIF NJDSPDBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO JT
VOJGPSN JO X� 8F FNQIBTJ[F UIBU UIF NJDSPDBOPOJDBM EJTUSJCV�
UJPO SFQSFTFOUT B QBSUJDVMBS DIPJDF PG JOJUJBM DPOEJUJPOT GPS UIF
FOTFNCMF� JU EPFT OPU BSJTF GSPN DPVQMJOH XJUI B UIFSNBM CBUI�
8F OPX EFTDSJCF XIBU IBQQFOT UP UIJT FOTFNCMF BT USBKFDUPS�
JFT FWPMWF GSPN UIFTF JOJUJBM DPOEJUJPOT VOEFS ($% -$% BOE
'' EZOBNJDT�

*O UIF ($% DBTF UIF FOTFNCMF PG USBKFDUPSJFT DMJOHT UP UIF
BEJBCBUJD FOFSHZ TIFMM E(U, *J) EVSJOH UIF QSPDFTT BT UIF BDUJPO
JT QSFTFSWFE 	FRVBUJPO 	��

� .PSFPWFS UIF FOTFNCMF SFNBJOT
NJDSPDBOPOJDBM BU BMM UJNFT� GPS BOZ U ∈ [�, UG] B TOBQTIPU PG
UIF FOTFNCMF PG USBKFDUPSJFT XPVME TIPX UIFN UP CF EJTUSJCVUFE
VOJGPSNMZ XJUI SFTQFDU UP UIF BOHMF WBSJBCMFX PO UIF BEJBCBUJD
FOFSHZ TIFMM�

'PS -$% ESJWJOH UIF FOTFNCMF PG USBKFDUPSJFT BMTP DMJOHT
UP UIF BEJBCBUJD FOFSHZ TIFMM 	FRVBUJPO 	��

 POMZ OPX UIF EJT�
USJCVUJPO EPFT OPU OFDFTTBSJMZ SFNBJO NJDSPDBOPOJDBM� *O QBS�
UJDVMBS B TOBQTIPU BU U= UG XPVME SFWFBM B DPMMFDUJPO PG àOBM
DPOEJUJPOT UIBU BSF EJTUSJCVUFE OPO�VOJGPSNMZ XJUI SFTQFDU UP
X�TFF àHVSF �	D
 PG <��> GPS BO JMMVTUSBUJPO�

5IF SFTVMU UIBU ($% ESJWJOH QSFTFSWFT UIF NJDSPDBOPO�
JDBM EJTUSJCVUJPO XIJMF -$% ESJWJOH 	JO HFOFSBM
 EPFT OPU DBO
CF USBDFE CBDL UP UIF GBDU UIBU JO UIF GPSNFS DBTF UIF BVYJM�
JBSZ )BNJMUPOJBO JT UIF TBNF GPS BMM *J XIFSFBT JO UIF MBU�
UFS DBTF )BVY HFOFSBMMZ EFQFOET PO *J BT EJTDVTTFE JO <��>
BQQFOEJY %�

'PS '' ESJWJOH UIF USBKFDUPSJFT EFQBSU GSPN UIF BEJBCBUJD
FOFSHZ TIFMM BU JOUFSNFEJBUF UJNFT CVU SFUVSO UP UIBU TIFMM BU
UIF àOBM UJNF� 'SPN FRVBUJPO 	��
 JU GPMMPXT UIBU UIF àOBM
DPOEJUJPOT BSF HFOFSBMMZ EJTUSJCVUFE OPO�VOJGPSNMZ 	J�F� OPO�
NJDSPDBOPOJDBMMZ
 BT UIFZ DPJODJEF XJUI UIF àOBM DPOEJUJPOT
BDIJFWFE VOEFS -$% ESJWJOH�

"U JOUFSNFEJBUF UJNFT UIF -$% BOE '' QIBTF TQBDF EJTUSJ�
CVUJPOT EJGGFS� )PXFWFS UIF QSPKFDUJPOT PG UIFTF EJTUSJCVUJPOT
POUP UIF Y�BYJT BSF JEFOUJDBM CZ FRVBUJPO 	��
� "O BOBMPHPVT
TJUVBUJPO IPMET JO UIF RVBOUVN DBTF� UIF -$% BOE '' XBWF�
GVODUJPOT EJGGFS GPS U ∈ (�, UG) CVU UIFJS Y�TQBDF QSPCBCJMJUZ EJT�
USJCVUJPOT DPJODJEF |ψ''(Y, U)|� = |ψ-$%(Y, U)|� = |⟨Y|O(U)⟩|����

6OEFS TDBMF�JOWBSJBOU ESJWJOH ($% BOE -$% USBKFDUPS�
JFT BSF JEFOUJDBM BT NFOUJPOFE FBSMJFS� *O UIJT TQFDJBM TJUV�
BUJPO BMM UISFF áBWPST PG TIPSUDVUT 	($% -$% ''
 NBQ BO
JOJUJBM NJDSPDBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO UP B àOBM NJDSPDBOPOJDBM
EJTUSJCVUJPO�

���� 4IPSUDVUT JO DMBTTJDBM LJOFUJD UIFPSZ

8F OPX EJTDVTT B TJUVBUJPO JO XIJDI DMBTTJDBM TIPSUDVUT BSJTF
JO UIF DPOUFYU PG LJOFUJD UIFPSZ�

�� 5IJT DPODMVTJPO GPMMPXT CZ DPNQBSJOH FRVBUJPOT 	�
 BOE 	��
 PG <��> XIJDI
HJWF UIF FYBDU UJNF�EFQFOEFOU XBWFGVODUJPOT GPS -$% BOE '' EZOBNJDT
SFTQFDUJWFMZ�

�
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5IF EJTDVTTJPO TP GBS IBT GPDVTFE PO B TJOHMF QBSUJDMF
JO B POF�EJNFOTJPOBM QPUFOUJBM FRVBUJPO 	�
� 5IF TJUVBUJPO
CFDPNFT NPSF DPNQMJDBUFE XIFO EFBMJOH XJUI /> � NVUV�
BMMZ JOUFSBDUJOH QBSUJDMFT� 6OEFS BQQSPQSJBUF DPOEJUJPOT IPX�
FWFS 445�JOTQJSFE UPPMT IBWF GPVOE JOUFSFTUJOH BQQMJDBUJPOT UP
NBOZ�CPEZ JOUFSBDUJOH TZTUFNT�

(VÊSZ�0EFMJO FU BM <��> DPOTJEFST B EJMVUF HBT PG JEFOUJDBM
QBSUJDMFT PG NBTT N HPWFSOFE CZ UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO

∂G
∂U

+ W ·∇SG+
�
N
'(S, U) ·∇WG= *DPMM[W|G, G ] 	��


XIFSF G(S,W, U) JT UIF TJOHMF�QBSUJDMF EFOTJUZ S BOE W EFOPUF
UISFF�EJNFOTJPOBM QPTJUJPO BOE WFMPDJUZ '=−∇S6(S, U) JT B
DPOTFSWBUJWF GPSDF BOE *DPMM JT B UFSN UIBU NPEFMT UIF FGGFDU
PG UXP�CPEZ DPMMJTJPOT� 8IFO *DPMM = � XF HFU UIF DPMMJTJPOMFTT
FRVBUJPO

∂UG+ W ·∇SG+
'
N

·∇WG= � , 	��


EFTDSJCJOH B HBT PG OPO�JOUFSBDUJOH QBSUJDMFT� *G UIF QPUFOUJBM
6 JT UJNF�JOEFQFOEFOU UIFO VOEFS FRVBUJPO 	��
 UIF HBT HFO�
FSJDBMMZ FWPMWFT UP B DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO CZ #PMUNBOO�T )
UIFPSFN <�� ��>� )PXFWFS #PMU[NBOO SFBMJ[FE BMSFBEZ JO UIF
����T UIBU XIFO 6∝ S� 	XJUI S= |S|
 PTDJMMBUPSZ ACSFBUIJOH
NPEF� TPMVUJPOT PG FRVBUJPO 	��
 BMTP FYJTU�

*U JT LOPXO UIBU *DPMM = � XIFO G IBT UIF GPSN

G(S,W, U) = FYQ
(
−α− ηW� −γ · W

)
, 	��


XIFSF α η BOE γ BSF BSCJUSBSZ GVODUJPOT PG QPTJUJPO BOE
UJNF <��>� *O PUIFS XPSET UIF EJTUSJCVUJPO G HJWFO CZ
FRVBUJPO 	��
 CFMPOHT UP UIF LFSOFM PG *� 5IVT BOZ TPMV�
UJPO PG UIF DPMMJTJPOMFTT FRVBUJPO 	FRVBUJPO 	��

 UIBU IBT
UIF GPSN HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 JT BMTP B TPMVUJPO PG UIF
#PMU[NBOO FRVBUJPO 	FRVBUJPO 	��

� #VJMEJOH PO UIJT JOTJHIU
(VÊSZ�0EFMJO FU BM <��> EJTDPWFSFE OPWFM FYBDU TPMVUJPOT PG
UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO� *O QBSUJDVMBS UIFZ DPOTUSVDUFE UJNF�
EFQFOEFOU QPUFOUJBMT PG UIF GPSN

6(S, U) =
N
�
ω�(U)S� +

C
S�

, 	��


XJUI BQQSPQSJBUFMZ FOHJOFFSFE ω(U) UIBU SBQJEMZ TUFFS UIF
EJMVUF HBT GSPN BO JOJUJBM DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO BU UFNQFS�
BUVSF 5J UP B àOBM DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO BU UFNQFSBUVSF 5G
VOEFS UIF BTTVNQUJPO UIBU UIF FWPMVUJPO PG UIF HBT JT BDDVSBUFMZ
EFTDSJCFE CZ UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO� )FSF C" � TIPVME CF
UJNF JOEFQFOEFOU�

8F OPX FYUFOE UIFTF SFTVMUT UP JODMVEF TDBMF�JOWBSJBOU
QPUFOUJBMT BT XFMM BT UJNF�QFSJPEJD ESJWJOH� $POTJEFS UIF UJNF�
EFQFOEFOU TQIFSJDBMMZ TZNNFUSJD QPUFOUJBM

6(S, U) =
�
σ�6�

( S
σ

)
+
C
S�

, 	��


XIFSF σ(U)> � JT B UXJDF�EJGGFSFOUJBCMF GVODUJPO PG UJNF BOE
C" � JT B DPOTUBOU� /FYU MFU β(�)> � EFOPUF BO JOWFSTF UFN�
QFSBUVSF BOE EFàOF

β(U) =
σ�(U)
σ�(�)

β(�) , W̄(S,W, U) = W− σ̇(U)
σ(U)

S 	��


BOE

6(S, U) = 6(S, U)− N
�
σ̈(U)
σ(U)

S� 	��


	DPNQBSF XJUI FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��

� 8F DMBJN UIBU UIF
UJNF�EFQFOEFOU EJTUSJCVUJPO

G(S,W, U) =
�
;�

F−β(U)[NW̄�/�+6(S,U)] 	��


JT BO FYBDU TPMVUJPO PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO 	FRVBUJPO 	��


XIFO UIF GPSDF '(S, U) JT PCUBJOFE GSPN UIF QPUFOUJBM HJWFO CZ
FRVBUJPO 	��
���

5P FTUBCMJTI UIJT DMBJN OPUF UIBU FRVBUJPO 	��
 IBT UIF GPSN
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 UIFSFGPSF *DPMM = �� "MTP JU GPMMPXT
GSPN EJSFDU TVCTUJUVUJPO UIBU FRVBUJPO 	��
 TBUJTàFT UIF DPM�
MJTJPOMFTT FRVBUJPO FRVBUJPO 	��
� 5IVT FRVBUJPO 	��
 TPMWFT
FRVBUJPO 	��
 FYBDUMZ�

8F DBO FYUFOE UIFTF SFTVMUT GVSUIFS CZ SFQMBDJOH
FRVBUJPO 	��
 XJUI

6(S, U) =
�
σ�

�∑

K=�

6�K

(YK
σ

)
+ 6I(Y�,Y�,Y�) 	��


XIFSF UIF YK�T BSF UIF $BSUFTJBO DPNQPOFOUT PG S UIF 6�K�T
BSF UISFF 	HFOFSBMMZ VOSFMBUFE
 QPUFOUJBM GVODUJPOT BOE 6I JT B
IPNPHFOFPVT GVODUJPO PG EFHSFF −��

6I(Y�,Y�,Y�) =
�

(Y�Y�Y�)�/�
ψ

(
Y�
Y�
,
Y�
Y�

)
, 	��


XIFSF ψ JT BO BSCJUSBSZ GVODUJPO� 5IJT GPSN GPS 6I JODMVEFT
B XJEF SBOHF PG QPUFOUJBMT JODMVEJOH BT TQFDJBM DBTFT C/S�

	TFF FRVBUJPO 	��

 BOE B�/Y�� + B�/Y�� + B�/Y��� 5IF QPUFO�
UJBM 6I TIPVME CFBS OP FYQMJDJU UJNF EFQFOEFODF VOMJLF 6
XIJDI EFQFOET FYQMJDJUMZ PO UJNF UISPVHI σ� *G XF BHBJO EFàOF
6(S, U) = 6−Nσ̈S�/�σ 	TFF FRVBUJPO 	��

 UIFO G(S,W, U)
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 SFNBJOT BO FYBDU TPMVUJPO PG UIF
#PMU[NBOO FRVBUJPO 	��
� 5IJT SFTVMU DBO CF FTUBCMJTIFE BT JO
UIF QSFWJPVT QBSBHSBQI�

*G XF TFU 6�(Y) = 6�K(Y) = κY�/� GPS TPNF àYFE κ> �
BOE GPS K= �,�,� BOE 6I = C/S� GPS TPNF C" � UIFO
FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
 EFTDSJCF UIF TBNF QPUFOUJBM BOE6(S, U)
IBT UIF GPSN HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
� *G6�K(Y) = κKY�/� GPS EJG�
GFSFOU àYFE WBMVFT κ�,κ�,κ� > � BOE6I = � UIFO6(S, U) JT BO
BOJTPUSPQJD IBSNPOJD QPUFOUJBM PG UIF GPSN DPOTJEFSFE JO <��>
XIFSF FYBDU TPMVUJPOT PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO XFSF EFSJWFE
GPS TVDI QPUFOUJBMT� /PUF UIBU JO HFOFSBM FWFO JG UIF UISFF
6�K�T BSF JEFOUJDBM GVODUJPOT UIF SFTVMUJOH QPUFOUJBM 6(S, U)
	FRVBUJPO 	��

 JT OPU TQIFSJDBMMZ TZNNFUSJD�

8F DBO VTF UIFTF SFTVMUT UP EFTJHO B QSPUPDPM GPS ESJWJOH UIF
HBT GSPN B DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO BU JOJUJBM JOWFSTF UFNQFSBUVSF
β(�)−� UP B DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO BU àOBM JOWFSTF UFNQFSBUVSF
β(UG)−� JO BO BSCJUSBSZ àOJUF UJNF UG� 5P EP UIJT XF TJNQMZ

�� 5IF UJNF�JO�EFQFOEFODF PG UIF OPSNBMJ[BUJPO DPOTUBOU ;� GPMMPXT GSPN UIF
GPSN PG 6(S, U) BT DBO CF TIPXO CZ JOTQFDUJPO�

��
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DIPPTF σ(U) UP TBUJTGZ UIF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT σ̇ = σ̈ = � BU
U= � BOE U= UG BOE

σ(UG)/σ(�) =
√
β(UG)/β(�) . 	��


5IJT QSPUPDPM DBO CF VTFE XJUI FJUIFS PG UIF QPUFOUJBM GPSNT
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 PS 	��
� *O UIF JTPUSPQJD BOE BOJTPUSPQJD
IBSNPOJD DBTFT EJTDVTTFE JO UIF QSFWJPVT QBSBHSBQI UIFTF QSP�
UPDPMT SFEVDF UP UIF POFT PCUBJOFE JO <�� ��> SFTQFDUJWFMZ�

"MUFSOBUJWFMZ XF DBO EFTJHO B ESJWFO CSFBUIJOH NPEF PG UIF
#PMU[NBOO FRVBUJPO CZ DIPPTJOH UIF QSPUPDPM

σ(U) = σ̄+∆σ DPT�(ωU) , �<∆σ < σ̄ 	��


BHBJO VTJOH FJUIFS FRVBUJPO 	��
 PS FRVBUJPO 	��
� 5IF FYBDU
TPMVUJPO HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 UIFO PTDJMMBUFT QFSJPEJDBMMZ JO
UJNF XJUI GSFRVFODZ �ω�

'JOBMMZ MFU VT DPOTJEFS IPX UIF BCPWF SFTVMUT SFMBUF UP UIF
VOESJWFO CSFBUIJOH NPEFT EJTDPWFSFE CZ #PMU[NBOO <��>� *O
FRVBUJPO 	��
 UBLF 6�(Y) = NY�/� BOE C= � TP UIBU 6(S, U)
CFDPNFT B TQIFSJDBMMZ TZNNFUSJD IBSNPOJD PTDJMMBUPS XJUI B
UJNF�EFQFOEFOU TUJGGOFTT σ−�(U)� #Z FRVBUJPO 	��
 UIJT DIPJDF
MFBET UP UIF UPUBM QPUFOUJBM

6(S, U) =
N
�

(
�
σ� −

σ̈

σ

)
S� ≡ N

�
Ω�(U)S� . 	��


/PUF UIBU UIF SFMBUJPOTIJQ CFUXFFO σ BOE Ω IFSF JT EFTDSJCFE
CZ UIF &SNBLPW FRVBUJPO 	��
� *G XF OPX UBLF Ω(U) UP CF
DPOTUBOU SBUIFS UIBO UJNF�EFQFOEFOU BOE XF TPMWF GPS σ(U)
	TFF FRVBUJPO 	��
 CFMPX
 UIFO FRVBUJPO 	��
 CFDPNFT B UJNF�
QFSJPEJD TPMVUJPO PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO GPS B EJMVUF HBT
JO B àYFE IBSNPOJD QPUFOUJBM 6(S, U) = NΩ�S�/�� 5IJT DMBTT
PG TPMVUJPOT DPJODJEFT XJUI #PMU[NBOO�T CSFBUIJOH NPEFT� "
SFMBUFE RVFTUJPO QFSUBJOT UP UIF UZQF PG TUBUJD DPOàOJOH QPUFO�
UJBM GPS XIJDI B CSFBUIJOH TPMVUJPO DBO FYJTU� *U JT BEESFTTFE
JO BQQFOEJY $�

8IFO Ω JT DPOTUBOU UIF HFOFSBM TPMVUJPO PG UIF &SNBLPW
FRVBUJPO 	��
 JT HJWFO CZ

σ(U) =

[
τ −

√
τ � − �

Ω� DPT(�ΩU+φ)

]�/�

	��


XIFSF φ BOE τ " �/Ω BSF DPOTUBOUT� 4VCTUJUVUJOH UIJT SFTVMU
JOUP FRVBUJPO 	��
 GPS β(U) SFWFBMT UIBU UIF FGGFDUJWF JOWFSTF
UFNQFSBUVSF β(U) PTDJMMBUFT IBSNPOJDBMMZ XJUI GSFRVFODZ �Ω�
.PSFPWFS UBLJOH UIF àSTU UISFF EFSJWBUJWFT PG β(U)XJUI SFTQFDU
UP UJNF XF TUSBJHIUGPSXBSEMZ PCUBJO

E�

EU�
β(U)+ �Ω�β̇(U) = � 	��


XIJDI JT FRVJWBMFOU 	GPS TUBUJD Ω
 UP FRVBUJPO 	�C
 PG <��>�

���� 3FMBUJPOT UP RVBOUVN 45"

5IF DMBTTJDBM TIPSUDVUT EFTDSJCFE BCPWF IBWF RVBOUVN DPVO�
UFSQBSUT BT XF OPX CSJFáZ EJTDVTT�

8F IBWF BMSFBEZ TFFO UIJT DPSSFTQPOEFODF JO UIF ($% DBTF�
KVTU BT UIF DMBTTJDBM UFSN)($%([, U) EFàOFE CZ FRVBUJPOT 	��B


BOE 	��C
 HFOFSBUFT UIF EFTJSFE TIPSUDVU GPS BOZ DIPJDF PG JOJ�
UJBM FOFSHZ TIFMM 	FRVBUJPO 	��

 TP UPP JUT RVBOUVN DPVOUFS�
QBSU )̂($%(U) HJWFO CZ FRVBUJPOT 	��B
 BOE 	��C
 HFOFSBUFT UIF
EFTJSFE TIPSUDVU GPS BOZ FOFSHZ FJHFOTUBUF <�� ��>�

'PS -$% ESJWJOH UIF BVYJMJBSZ UFSN )-$% = QW(Y, U) JT
EFTJHOFE GPS B TQFDJàD DIPJDF PG JOJUJBM FOFSHZ TIFMM BT EJT�
DVTTFE JO TFDUJPO ������ *O UIF RVBOUVN DBTF MFU VT JOTUFBE
DIPPTF BO JOJUJBM FOFSHZ FJHFOTUBUF |O(�)⟩ BOE DPOTUSVDU UIF
DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPO

F(Y, U) =
ˆ Y

−∞
EY ′ |φO(Y ′, U)|

�
, φO(Y, U)≡ ⟨Y|O(U)⟩. 	��


/PX EFàOF B WFMPDJUZ àFME W(Y, U) JO B NBOOFS BOBMPHPVT UP
FRVBUJPO 	��
 CVU XJUI F(Y, U) QMBZJOH UIF SPMF PG S(Y, U)�

W(Y, U) =− ∂UF
∂YF

. 	��


6TJOH UIJT àFME XF DPOTUSVDU B RVBOUVN BVYJMJBSZ UFSN

)̂-$%(U) =
Q̂Ŵ+ ŴQ̂

�
, Ŵ≡ W(Ŷ, U) 	��


	DPNQBSF XJUI FRVBUJPO 	��

� *G UIF TZTUFN CFHJOT JO UIF TUBUF
|O(�)⟩ BOE UIFO FWPMWFT VOEFS )̂(U)+ )̂-$%(U) JU XJMM SFNBJO
JO UIF JOTUBOUBOFPVT FJHFOTUBUF |O(U)⟩ 	VQ UP BO PWFSBMM UJNF�
EFQFOEFOU QIBTF
 GPS BMM U ∈ [�, UG] <��>�

6TJOH UIF WFMPDJUZ àFME W(Y, U) HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 XF
OFYU DPOTUSVDU BO BDDFMFSBUJPO àFME B(Y, U) = W∂YW+ ∂UW BOE B
DPSSFTQPOEJOH '' QPUFOUJBM 6''(Y, U) WJB −∂Y6'' = NB 	TFF
FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��

� *G UIF TZTUFN FWPMWFT VOEFS )̂(U)+
6̂''(Y, U) GSPN BO JOJUJBM TUBUF |O(�)⟩ UIFO BU UIF àOBM UJNF
U= UG JU XJMM BSSJWF BU UIF FJHFOTUBUF |O(UG)⟩ 	VQ UP B QIBTF

UIPVHI BU JOUFSNFEJBUF UJNFT JU HFOFSBMMZ XJMM OPU CF JO UIF TUBUF
|O(U)⟩ <��>� 5IF QPUFOUJBM 6''(Y, U) PCUBJOFE JO UIJT NBOOFS�
VTJOH F SBUIFS UIBO S UP DPOTUSVDU W�JT FRVJWBMFOU UP UIF ''
QPUFOUJBM PSJHJOBMMZ EFSJWFE CZ.BTVEB BOE/BLBNVSB <��> BOE
GVSUIFS TUVEJFE JO <�� �� ��>�

*U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU CPUI RVBOUVN BOE DMBTTJDBM BVY�
JMJBSZ UFSNT BSF DPOTUSVDUFE VTJOH B WFMPDJUZ àFME EFUFSNJOFE
GSPN B DVNVMBUJWF GVODUJPO FJUIFS F(Y, U) PS S(Y, U)� "T XF
TIBMM TFF MBUFS UIJT QBUUFSO BQQMJFT BT XFMM UP TUPDIBTUJD 45"
XIFSF UIF DVNVMBUJWF GVODUJPO F(Y, U) JT HJWFO JO UFSNT PG B
DBOPOJDBM QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO�

5IF EJTDVTTJPO JO UIF QSFWJPVT UISFF QBSBHSBQIT SFRVJSFT B
SBUIFS TUSPOH DBWFBU� 'PS FYDJUFE TUBUFT O> � UIF àFME W(Y, U)
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 HFOFSJDBMMZ EJWFSHFT BU UIF OPEFT PG
UIF FJHFOTUBUF J�F� XIFSF φO(Y, U) = � MFBEJOH UP JMM�CFIBWFE
BVYJMJBSZ UFSNT )̂-$% BOE 6̂''� 5IVT JO HFOFSBM UIF RVBOUVN
-$% BOE '' BQQSPBDIFT EFTDSJCFE BCPWF BSF MJNJUFE UP HSPVOE
TUBUFT O= � XIJDI IBWF OP OPEFT� TDBMF�JOWBSJBOU TZTUFNT BSF
BO FYDFQUJPO UP UIJT TUBUFNFOU <��>�

1BUSB BOE +BS[ZOTLJ <��> EFWFMPQT B TFNJDMBTTJDBM ''
BQQSPBDI UIBU BWPJET UIF QSPCMFN QPTFE CZ UIF OPEFT PG φO(Y)�
*O UIJT BQQSPBDI UIF àFMET W BOE B BSF DPOTUSVDUFE VTJOH S
	FRVBUJPO 	��

 SBUIFS UIBO F 	FRVBUJPO 	��

� 5IF SFTVMUJOH
BVYJMJBSZ UFSN 6̂'' JT XFMM�CFIBWFE CVU OP MPOHFS HVJEFT UIF
XBWFGVODUJPO FYBDUMZ UP UIF EFTJSFE àOBM TUBUF |O(UG)⟩� *OTUFBE JU
QSPWJEFT BO BQQSPYJNBUF TIPSUDVU UIBU JT FYQFDUFE UP XPSL XFMM

��
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JO UIF TFNJDMBTTJDBM SFHJNF PG MBSHF O� /VNFSJDBM TJNVMBUJPOT
TVQQPSU UIJT FYQFDUBUJPO <��>�

�� 4IPSUDVUT GPS DMBTTJDBM TZTUFNT JO DPOUBDU XJUI B
UIFSNBM CBUI

*O UIF QSFWJPVT TFDUJPO XF IBWF PCUBJOFE àOJUF�UJNF QSPUPDPMT
GPS ESJWJOH BO JTPMBUFE TZTUFN XJUI UIF TBNF àOBM TUBUF BT XJUI
BO JOàOJUFMZ MPOH ESJWJOH� *O UIF SFNBJOEFS PVS JOUFSFTU HPFT
UP TZTUFNT UIBU BSF 	TUSPOHMZ
 DPVQMFE UP BO FOWJSPONFOU� UIF
TZTUFNT XF IBWF JO NJOE BSF FQJUPNJ[FE CZ B #SPXOJBO PCKFDU
TVDI BT B DPMMPJE JO B áVJE� 5IF MBUUFS QMBZT UIF SPMF PG B UIFSNBM
CBUI <��> XIJDI JOUSPEVDFT áVDUVBUJPOT� 5IFSFGPSF UIF TZTUFN
OFDFTTJUBUFT B TUPDIBTUJD�QSPCBCJMJTUJD EFTDSJQUJPO B OFX GFB�
UVSF DPNQBSFE UP UIF USFBUNFOU JO TFDUJPO �� 5IJT HPFT XJUI
B QPJOU�PG�WJFX�DIBOHF GSPN TJOHMF USBKFDUPSJFT UP QSPCBCJM�
JUZ EJTUSJCVUJPOT� 'SPN BO FYQFSJNFOUBM QFSTQFDUJWF UXP SPVUFT
DBO CF QSPQPTFE XIFSF UIF RVFTUJPO GPSNVMBUFE JO B QSPCBCJM�
JTUJD GBTIJPO CFDPNFT NFBOJOHGVM� 	B
 0OF NBZ CF JOUFSFTUFE
JO SFQFUJUJPOT PG BO FYQFSJNFOU JOWPMWJOH B #SPXOJBO PCKFDU
TVDI BT B NBDSPNPMFDVMF PS B OBOP EFWJDF� TUBUJTUJDT JT UIFO
HBUIFSFE CZ BVUPNBUJ[JOH UIF QSPUPDPM BT F�H� JO <��> PS <��>�
	C
 " TJOHMF FYQFSJNFOU DBO BMMPX GPS NFBTVSJOH B EJTUSJCV�
UJPO GVODUJPO QSPWJEFE JU JOWPMWFT B DPMMFDUJPO PG #SPXOJBO
PCKFDUT NBOJQVMBUFE TJNVMUBOFPVTMZ� 8IFO UIFZ EP OPU JOUFS�
BDU PS XIFO JOUFSBDUJPOT BSF XFBL TVDI BT JO B MPX EFOTJUZ
DPMMPJEBM TZTUFN SPVUFT 	B
 BOE 	C
 BSF FRVJWBMFOU�

*O B OVUTIFMM XIBU XF OPX BJN BU TVJUBCMZ ESJWJOH XJUI BO
FYUFSOBM GPSDF JT B QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ XIJDI TIBMM CF EFOPUFE
ρ(Y, U)� 8IBU TIPVME UIF ESJWF CF UP FWPMWF UIF TZTUFN GSPN BO
JOJUJBM EFOTJUZ ρ(Y, UJ) BU UJNF UJ UP B UBSHFU EJTUSJCVUJPO ρ(Y, UG) BU
UJNF UG 4VDI B RVFTUJPO PG GBTU ESJWJOH B TZTUFN GSPN B HJWFO
FRVJMJCSJVN TUBUF UP BOPUIFS BQQFBSFE VOEFS EJGGFSFOU OBNFT JO
UIF MJUFSBUVSF� &OHJOFFSFE 4XJGU &RVJMJCSBUJPO <��>�� PS 4IPSU�
DVUT UP *TPUIFSNBMJUZ <��>��� *U IBT CFFO JOWFTUJHBUFE FYQFSJ�
NFOUBMMZ GPS TNBMM TZTUFNT 	F�H� DPMMPJET <��> BOE "'. UJQT
<��>
 JO DPOUBDU XJUI B UIFSNPTUBU� 5IFSF POF TFBSDIFT GPS UIF
QSPQFS WBSJBUJPO PG UIF DPOUSPM QBSBNFUFST UP FOTVSF B USBOT�
GFS GSPN UIF JOJUJBM TUBUF BU UJNF UJ UP UIF EFTJSFE àOBM TUBUF BU
UJNF UG�

���� *OWFSTF FOHJOFFSJOH

" NFUIPE UIBU PGUFO QSPWFT FGàDJFOU JO QSBDUJDF JT UIF
DPNNPOMZ�DBMMFE JOWFSTF FOHJOFFSJOH UFDIOJRVF� 5IJT
BQQSPBDI IBT CFFO TVDDFTTGVMMZ BQQMJFE UP PSEJOBSZ EJGGFS�
FOUJBM FRVBUJPOT JO DMBTTJDBM BOE RVBOUVN QIZTJDT <�>� *G XF
EFOPUF CZ 9 UIF EZOBNJDBM WBSJBCMFT 	TUBUF WFDUPS XJUI O
DPNQPOFOUT
 UIF DPOUSPM QSPCMFN JT FODBQTVMBUFE JO B TFU PG
DPVQMFE EJGGFSFOUJBM FRVBUJPOT

9̇= G(9,λ(U)). 	��


�� "MTP WBSJBOUT TVDI BT &OHJOFFSFE 4XJGU 3FMBYBUJPO GPS UIF DPOOFDUJPO PG
OPO�FRVJMJCSJVN TUBUFT <��> TFF TFDUJPO ��
�� 5IF MBUUFS XPSL JT BLJO UP UIF $% NFUIPE QSFTFOUFE JO TFDUJPO ����

5IFSF JT OP HFOFSBM TUBUFNFOU GPS UIF SFBDIBCJMJUZ PG UIF EFTJSFE
TUBUF VOEFS UIF ESJWJOH QSPWJEFE CZ λ(U) 	DPOUSPM WFDUPS XJUI
S DPNQPOFOUT
 FYDFQU XIFO G JT B MJOFBS GVODUJPO XJUI UJNF�
JOWBSJBOU DPFGàDJFOUT GPS XIJDI UIF ,BMNBO SBOL DPOEJUJPO
BQQMJFT <�� ��>��� 8IFO UIF EFTJSFE TUBUF CFMPOHT UP UIF SFBDI�
BCMF TFU PG TPMVUJPOT UIFSF FYJTUT B XJEF WBSJFUZ PG QPTTJCMF
QSPUPDPMT UP SFBDI UIF àOBM TUBUF�

5IF JOWFSTF FOHJOFFSJOH NFUIPE QSPWJEFT B DPOWFOJFOU XBZ
UP àOE PVU B QSPQFS ESJWJOH� *U BNPVOUT UP JNQPTF UIF FWPMVUJPO
PG UIF EZOBNJDBM WBSJBCMF 9 BOE UP JOGFS GSPN FRVBUJPO 	��

UIF FYQSFTTJPO GPS λ(U)� )PXFWFS UIJT JOWFSTF VTF PG UIF EJGGFS�
FOUJBM FRVBUJPO UIBU HPWFSOT UIF EZOBNJDT JT OPU BMXBZT FBTZ UP
IBOEMF� 5IF NBUIFNBUJDBM QSPQFSUZ XIJDI BMMPXT GPS TVDI BO
JOWFSTF VTF PG UIF EZOBNJDBM 	JODMVEJOH OPOMJOFBS
 FRVBUJPOT
JT LOPXO BT UIF áBUOFTT QSPQFSUZ BOE DBO CF DPOTJEFSFE BT BO
FYUFOTJPO PG UIF ,BMNBO�T DPOUSPMMBCJMJUZ DSJUFSJPO <��>� 5IJT
TUSBUFHZ IBT CFFO TVDDFTTGVMMZ VTFE UP USBOTQPSU B QBSUJDMF JO
B NPWJOH IBSNPOJD QPUFOUJBM CPUI JO DMBTTJDBM BOE RVBOUVN
QIZTJDT <��m��> PS UP TIVUUMF UIF QBSUJDMF J�F� UP TFU B HJWFO
WFMPDJUZ UP UIF QBSUJDMF�TFF <��> BOE SFGFSFODFT UIFSFJO�

'PS B TZTUFN JO DPOUBDU XJUI B UIFSNBM CBUI UIF
EZOBNJDBM WBSJBCMFT PCFZ TUPDIBTUJD EJGGFSFOUJBM FRVBUJPOT
	-BOHFWJO�MJLF
 UIBU DBOOPU CF EJSFDUMZ XSJUUFO BT B TFU PG DPO�
UJOVPVT FRVBUJPOT TVDI BT UIBU PG FRVBUJPO 	��
� 'PS #SPXOJBO
NPUJPO UIJT EJGàDVMUZ IBT CFFO DJSDVNWFOUFE JO UXP TUFQT�
'JSTU BT FNQIBTJ[FE BCPWF UIF EJTDVTTJPO JT NBEF OPU PO
UIF JOEJWJEVBM USBKFDUPSJFT CVU PO UIF EFOTJUZ EJTUSJCVUJPO UIBU
PCFZT UIF 4NPMVDIPXTLJ PS '1 FRVBUJPO� 	4FF BQQFOEJY # GPS
B DSBTI SFDBQJUVMBUJPO PG UIF FTTFOUJBM BTQFDUT PG UIF -BOHFWJO
BOE '1 GSBNFXPSLT GPS TUPDIBTUJD QSPDFTTFT�
 4FDPOE BO
BOTBU[ EFQFOEJOH PO B TFU PG B GFX FGGFDUJWF EZOBNJDBM WBSJ�
BCMFT TVDI BT UIF NPNFOUT PG UIF 1%' JT VTVBMMZ QSPQPTFE UP
HFU B àOJUF TFU PG FRVBUJPOT JO UIF GPSN PG FRVBUJPOT 	��
� 5IF
DPVQMFE FRVBUJPOT PO UIFNPNFOUT DBO CF BMUFSOBUJWFMZ EFSJWFE
GSPN UIF -BOHFWJO FRVBUJPO�

$POTJEFS UIF PWFSEBNQFE NPUJPO PG B CFBE PG NJDSPO TJ[F
JNNFSTFE JO B áVJE BOE USBQQFE CZ B HFOFSBM DPOàOJOH QPUFO�
UJBM 6(Y, U)� 5IF EFOTJUZ ρ(Y, U) PCFZT UIF PWFSEBNQFE�PS
4NPMVDIPXTLJ�FRVBUJPO

γ∂Uρ(Y, U) = ∂Y [∂Y6(Y, U)ρ(Y, U)] +β−�∂�
Yρ(Y, U), 	��


XIFSF γ JT UIF GSJDUJPO DPFGàDJFOU BOE β = (L#5)−� SFGFST
UP UIF JOWFSTF PG UIF UFNQFSBUVSF L# CFJOH #PMU[NBOO�T
DPOTUBOU�TFF BQQFOEJY # GPS B EFUBJMFE EJTDVTTJPO PG UIF
TUPDIBTUJD EZOBNJDT GSBNFXPSL� 1BSUJDVMBS BUUFOUJPO IBT CFFO
QBJE UP UIF IBSNPOJD QPUFOUJBM XIJDI NPEFMT QBSBEJHNBUJD
TZTUFNT TVDI BT PQUJDBM UXFF[FST� &RVBUJPO 	��
 UIFO CFDPNFT

γ∂Uρ(Y, U) = ∂Y [κYρ(Y, U)] +β−�∂�
Yρ(Y, U). 	��


*O UIF IBSNPOJD QSPCMFN UIF DPOUSPM 	UJNF�EFQFOEFOU
 QBSB�
NFUFST BSF B QSJPSJ UIF UFNQFSBUVSF 5 	TFF TFDUJPO ���
 BOE UIF

�� 'PS B MJOFBS TZTUFN PG UIF UZQF G(9,λ(U)) = "9(U)+#λ(U) XIFSF " BOE #
BSF UJNF�JOEFQFOEFOU NBUSJDFT PG TJ[F O× O BOE O× S SFTQFDUJWFMZ XF EFàOF
UIF O× OS DPOUSPMMBCJMJUZ NBUSJY $= [# "# . . . "O−�#]� 5IF TZTUFN JT DPO�
USPMMBCMF JG $ IBT O MJOFBSMZ JOEFQFOEFOU DPMVNOT J�F� SBOL($) = O <�� ��>�

��
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TUJGGOFTT κ PG UIF QPUFOUJBM�UZQJDBMMZ UIF GSJDUJPO DPFGàDJFOU
JT BTTVNFE UP CF DPOTUBOU TFF BQQFOEJY # GPS EFUBJMT� )FSF
UIF TUBUJTUJDT PG UIF CFBE�T QPTJUJPO SFNBJOT (BVTTJBO JG JU JT
JOJUJBMMZ XJUI B TUBOEBSE EFWJBUJPO σ(U) UIBU QMBZT UIF SPMF PG
BO FGGFDUJWF EZOBNJDBM WBSJBCMF BOE PCFZT

σ̇ =−κ
γ
σ+

L#5
γ

�
σ
. 	��


'PS CPUI UJNF�JOEFQFOEFOU UFNQFSBUVSF BOE TUJGGOFTT UIF TZT�
UFN BQQSPBDIFT UIF DBOPOJDBM FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO GPS
XIJDI UIF WBSJBODF PG UIF QPTJUJPO JT

σ�
FR =

L#5
κ

, 	��


J�F� UIF FRVJMJCSJVN FRVBUJPO PG TUBUF�
-FU VT BTTVNF GPS JOTUBODF UIBU UIF UFNQFSBUVSF JT DPO�

TUBOU BOE XF WBSZ UIF TUJGGOFTT PG UIF USBQ� 5IF JOJUJBM TUBUF
DPSSFTQPOET UP UIFSNBM FRVJMJCSJVN TUBUF XJUI UIF JOJUJBM TUJGG�
OFTT κJ = κ(UJ)� 5IF PCKFDUJWF JT UP SFBDI UIF FRVJMJCSJVN
TUBUF XJUI UIF EFTJSFE àOBM WBMVF PG κG = κ(UG) JO B DIPTFO
BNPVOU PG UJNF UG� 5IPTF CPVOEBSZ DPOEJUJPOT EFàOF UIF WBM�
VFT σJ = (L#5/κJ)�/� BOE σG = (L#5/κG)�/� BU JOJUJBM BOE àOBM
UJNF� 5IF JOWFSTF FOHJOFFSJOH UFDIOJRVF JOWPMWFT UIF DIPJDF PG
BO JOUFSQPMBUJPO GVODUJPO σ(U) CFUXFFO UIPTF UXP WBMVFT BOE
UP TVCTFRVFOUMZ JOGFS UIF UJNF�EFQFOEFOU TUJGGOFTT κ(U) UP CF
BQQMJFE EJSFDUMZ GSPN FRVBUJPO 	��
 TJODF CPUI σ BOE σ̇ BSF
UIFO LOPXO� 'PS UIF WFSZ TBNF QSPCMFN JO UIF VOEFSEBNQFE
SFHJNF POF TIBMM TPMWF UIF ,SBNFST FRVBUJPO GPS UIF QIBTF
TQBDF EJTUSJCVUJPO� *O UIJT MBUUFS DBTF UIF FGGFDUJWF EZOBNJDBM
TZTUFN CPJMT EPXO UP B TFU PG UISFF DPVQMFE MJOFBS FRVBUJPOT
GPS UIF UJNF FWPMVUJPO PG UIF UISFF NPNFOUT ⟨Y�⟩ ⟨W�⟩ BOE
⟨YW⟩� "T B SFTVMU UIF TUSBUFHZ UP FYUSBDU κ(U) JT TMJHIUMZ NPSF
JOWPMWFE <��>�

5IF JOWFSTF FOHJOFFSJOH NFUIPE BQQMJFE IFSF JT TQFDJàD
UP UIF NBOJQVMBUJPO PG (BVTTJBO TUBUFT� "T BMSFBEZ DPNNFO�
UFE B SFNBSLBCMF QSPQFSUZ JT UIBU TVDI BO JOJUJBM DPOEJUJPO
VOEFS UJNF�EFQFOEFOU IBSNPOJD GPSDJOH SFNBJOT (BVTTJBO BU
BMM UJNFT BOE UIVT QSFTFSWFT JUT TIBQF��� :FU XIJMF JU JT EJGà�
DVMU UP DPNQVUF BOBMZUJDBMMZ UIF QPUFOUJBM SFRVJSFE UP DPOOFDU
UXP BSCJUSBSZ OPO�(BVTTJBO TUBUFT JU UVSOT PVU UIBU JG CPUI IBWF
UIF TBNF TIBQF B TJNQMF TPMVUJPO DBO CF GPVOE UIFSFGPSF HFO�
FSBMJ[JOH UIF BGPSFNFOUJPOFE (BVTTJBO SFTVMU� 8F IFSF JNQPTF
UIF GPMMPXJOH TIBQF GPS UIF 1%' ρ(Y, U)�

ρ(Y, U) =
�

σ(U);J
FYQ

[
−β6J

(
Y−µ(U)
σ(U)

)]
, 	��


XJUI µ(U) BOE σ(U) DPOUJOVPVT SFBM GVODUJPOT TVDI UIBU µ(UJ) =
� BOE σ(UJ) = � XIJDI BDDPVOUT GPS TIJGUJOH BOE SF�TDBMJOH UIF
TQBDF EFQFOEFODF� /PUF UIBU BMUIPVHI XF VTFE TJNJMBS JEFBT

�� 5IJT DBO CF WJFXFE BT B DPOTFRVFODF PG UIF DPOTFSWBUJPO PG UIF (BVTTJBO
DIBSBDUFS XIFO TVNNJOH (BVTTJBO WBSJBCMFT BOE EXFMMT PO UIF GBDU UIBU UIF
TPMVUJPO UP -BOHFWJO FRVBUJPO JT UIFO MJOFBS JO UIF OPJTF IJTUPSZ�

JO UIF TDBMF�JOWBSJBOU QSPUPDPMT JOUSPEVDFE JO FRVBUJPO 	�
�
KVTUJGZJOH UIF TBNF OPUBUJPO GPS UIF QBSBNFUFST QSPDFTTFT QSF�
TFSWJOH UIF TIBQF BSF EJGGFSFOU GSPN UIPTF TDBMF�JOWBSJBOU QSP�
UPDPMT��� 5IF RVBOUJUZ ;J =

´
D EYF

−β6J(Y) JT UIF QBSUJUJPO GVOD�
UJPO UIBU HVBSBOUFFT UIF DPSSFDU OPSNBMJ[BUJPO PG UIF EJTUSJCV�
UJPO� 4VDI EJTUSJCVUJPOT POMZ DPOOFDU TUBUFT UIBU CFMPOH UP UIF
TBNF GBNJMZ PG QPUFOUJBMT XIBUFWFS UIJT GBNJMZ JT� 5IF àOBM
QPUFOUJBM UIFO SFBET <��>

6G(Y) = 6J

[
Y−µ(UG)
σ(UG)

]
. 	��


5IF UJNF�EFQFOEFOU ESJWJOH QPUFOUJBM SFRVJSFE UP FOTVSF TIBQF
QSFTFSWBUJPO JT GPVOE CZ JOUSPEVDJOH UIF BOTBU[ 	��
 JOUP UIF
FRVBUJPO� 0OF àOET <��>

6(Y, U) =6J

[
Y−µ(U)
σ(U)

]

− γ
�µ̇(U)σ(U)[Y−µ(U)] + [Y−µ(U)]�σ̇(U)

�σ(U)
. 	��


4VDI B ESJWJOH QPUFOUJBM JOWPMWFT UXP EJGGFSFOU DPOUSJCVUJPOT�
UIF TIBQF�CFBSJOH QPUFOUJBM JUTFMG BOE BO BEEJUJPOBM IBSNPOJD
QPUFOUJBM XIPTF TUJGGOFTT BOE DFOUFS BSF EFUFSNJOFE CZ DFS�
UBJO DPNCJOBUJPOT PG UIF TIJGU BOE TDBMJOH GVODUJPOT µ(U) BOE
σ(U)� 5IF FYUSB UJNF�EFQFOEFOU IBSNPOJD QPUFOUJBM JT OPUIJOH
CVU UIF $% UFSN UP CF EJTDVTTFE GVSUIFS CFMPX� 5P FOGPSDF
UIF TNPPUIOFTT PG UIF QPUFOUJBM POF DBO BEE UIF GPMMPXJOH
FYUSB DPOEJUJPOT PO UIF QBSBNFUFST BU JOJUJBM BOE àOBM UJNF�
µ̇(UJ) = µ̇(UG) = � BOE σ̇(UJ) = σ̇(UG) = ��

*OWFSTF FOHJOFFSJOH UFDIOJRVFT IBWF BMTP CFFO FNQMPZFE
UP BEESFTT UIF VOEFSEBNQFE TJUVBUJPO <��>� 5IF BVUIPST
XPSLFE PVU FMJHJCMF DPOTFSWBUJWF WFMPDJUZ�JOEFQFOEFOU ESJW�
JOHT6(Y, U)� )PXFWFS UIF QSPCMFN CFDPNFT JOWPMWFE BOE MJN�
JUBUJPOT BQQFBS QSFTVNBCMZ JOIFSFOU UP UIF GVODUJPOBM GPSNT
DIPTFO GPS DPOTUSVDUJOH FYQMJDJU TPMVUJPOT�

3FMBUFE JO TQJSJU UP JOWFSTF FOHJOFFSJOH BSF TUPDIBTUJD NFUI�
PET UIBU HFOFSBUF #SPXOJBO QBUIT DPOEJUJPOFE UP TUBSU BOE FOE
BU QSFTDSJCFE 	FOTFNCMF PG
 QPJOUT <��>� 5IF DPOEJUJPOJOH UIBU
FOEPXT UIFTF QBUIT XJUI QSFDJTF TUBUJTUJDBM QSPQFSUJFT DBO CF
PG WBSJPVT UZQFT� B CSJEHF NFBOJOH B QBUI UIBU TUBSUT BU TPNF
YJ BU U= UJ BOE FOET BU B HJWFO YG BU U= UG� BO FYDVSTJPO NFBO�
JOH B CSJEHF XJUI YG = YJ UIBU JT GVSUIFSNPSF DPOTUSBJOFE UP
MJF BU BMM UJNFT UP UIF SJHIU PG YJ FUD� 5IFTF NFUIPET DBO CF
VTFE UP HFOFSBUF DPNQVUBUJPOBMMZ UIF DPOTUSBJOFE QBUIT JO BO
FGàDJFOU NBOOFS� B OBJWF WBSJBOU XPVME BNPVOU UP QSVOJOH BO
FOTFNCMF PG VODPOTUSBJOFE QBUIT LFFQJOH POMZ UIPTF USBKFDU�
PSJFT UIBU GVMàMM UIF JNQPTFE DPOTUSBJOUT B IJHIMZ JOFGàDJFOU
XBZ PG QSPDFFEJOH� 'PS PWFSEBNQFE -BOHFWJO EZOBNJDT JU
XBT TIPXO PO HFOFSBM HSPVOET UIBU JSSFTQFDUJWF PG YJ BEEJUJPO

�� 4QFDJàDBMMZ POF DBO CF NBQQFE POUP UIF PUIFS JG 6J(Y) JT QSPQPSUJPOBM UP
B QPXFS PG Y� 'PS FYBNQMF JG XF DPOTJEFS UIF IBSNPOJD QPUFOUJBM 6J(Y) =
LJY�/� UIF QPUFOUJBM6 SFNBJOT IBSNPOJD GPS CPUI DBTFT TIBQF�QSFTFSWJOH BOE
TDBMF�JOWBSJBOU CVU XJUI B EJGGFSFOU TUJGGOFTT LJ/σ� BOE LJ/σ� SFTQFDUJWFMZ� 'PS
HFOFSBM 6J UIF NBQ JT OPU HVBSBOUFFE�

��
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PG BO FYUFSOBM IBSNPOJD GPSDF DFOUFSFE BU YG BOE XJUI TUJGGOFTT
γ/(UG − U) XIJDI UIVT EJWFSHFT GPS U→ UG HFOFSBUFT B CPOB àEF
CSJEHF <��>� .PSF HFOFSBMMZ BT NJHIU CF BOUJDJQBUFE GSPN UIF
QSFWJPVT FYBNQMF UIF HJTU PG UIF BQQSPBDI JT UP BEE B UJNF�
EFQFOEFOU FOUSPQJD QPUFOUJBM PG UIF GPSN −�L#5 MPH2(Y, U)�
2 FODPEJOH UIF DPOTUSBJOUT DPOTJEFSFE 	TVDI BT SFNBJOJOH
JO UIF BMMPXFE IBMG�TQBDF GPS BO FYDVSTJPO
 JT UIF QSPCBCJM�
JUZ EFOTJUZ UP CF BU YG BU UJNF UG IBWJOH TUBSUFE BU QPJOU Y BU
UJNF U< UG <�� ��>�

2(Y, U)≡ 1(YG, UG|Y, U). 	��


8IJMF UIJT SFTVMU DBO CF PCUBJOFE CZ JOWFSTF FOHJOFFSJOH JU
TIPVME CF TUSFTTFE UIBU JU EPFT GFBUVSF BO JNQPSUBOU EJGGFSFODF
XJUI TIPSU�DVUUJOH JEFBT EJTDVTTFE IFSF JO UIF TFOTF UIBU UIFSF
EPFT OPU FYJTU BO JOàOJUFMZ TMPX QSPDFTT UIBU JT CFJOH BDDFMFS�
BUFE JO TPNF GPSN� /PUF UIBU 2 JOUSPEVDFE BCPWF GVMàMMT UIF
CBDLXBSET FRVBUJPO BOE JT BT TVDI JOUJNBUFMZ SFMBUFE UP àSTU
QBTTBHF QSPCMFNT <��>�

���� $% NFUIPE

*O UIJT TFDUJPO XF FYUFOE UIF $% NFUIPE 	TFF TFDUJPOT �
BOE �
 UP TZTUFNT JO DPOUBDU XJUI B UIFSNBM CBUI� "T BCPWF
XF NPEFM UIF FWPMVUJPO PG TVDI TZTUFNT XJUI PWFSEBNQFE
-BOHFWJO EZOBNJDT BU UIF TJOHMF�USBKFDUPSZ MFWFM BOE XJUI UIF
'1 FRVBUJPO BU UIF FOTFNCMF MFWFM BOE XF SFTUSJDU PVSTFMWFT
UP TZTUFNT XJUI B TJOHMF EFHSFF PG GSFFEPN Y� #FDBVTF
NPNFOUVN JT JHOPSFE JO UIF PWFSEBNQFE MJNJU XF XJMM VTF
UIF HFOFSJD OPUBUJPO6	Y
 SBUIFS UIBO)(Y,Q) UP EFOPUF UIF TZT�
UFN�T FOFSHZ GVODUJPO� 5IJT QPUFOUJBM VTFE UP ESJWF UIF TZTUFN
DBO CF WJFXFE BT B )BNJMUPOJBO�

*O UIF JTPMBUFE RVBOUVN BOE DMBTTJDBM DBTFT EFTDSJCFE JO
TFDUJPOT � BOE � $% ESJWJOH BJNT UP QSFTFSWF BO BEJBCBUJD
JOWBSJBOU VOEFS SBQJE ESJWJOH� *O UIF QSFTFOU DPOUFYU UIF SPMF PG
UIF BEJBCBUJD JOWBSJBOU JT QMBZFE CZ UIF GVODUJPOBM GPSN PG UIF
QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO GVODUJPO 	1%'
 ρ(Y, U)� 4QFDJàDBMMZ
XIFO UIF QPUFOUJBM 6 JT ESJWFO WFSZ TMPXMZ JUT 1%' FWPMWFT
UISPVHI B DPOUJOVPVT TFRVFODF PG FRVJMJCSJVN TUBUFT ρFR(Y, U)

ρFR(Y, U) = Fβ['(U)−6(Y,U)],

'(U) =−β−� MO
[ˆ

EYF−β6(Y,U)
]
. 	��


*O UIF $% NFUIPE XF TFFL UP DPOTUSVDU B UFSN 6$%(Y, U) TVDI
UIBU VOEFS UIF GVMM ESJWJOH QPUFOUJBM 6445 = 6+6$% UIF TZT�
UFN FWPMWFT UISPVHI UIF TBNF FRVJMJCSJVN TUBUFT ρFR(Y, U) FWFO
XIFO UIF UJNF EFQFOEFODF PG 6(Y, U) JT OPU TMPX�

/PUF UIBU BMUIPVHI UIF àOF EFUBJMT NBZ CF EJGGFSFOU UIF
JEFB CFIJOE UIF $% NFUIPE DPVME CF DBTU VOEFS UIF VNCSFMMB
PG JOWFSTF FOHJOFFSJOH UFDIOJRVFT� 5IBU JT XF XBOU UP àOE
BO BVYJMJBSZ )$% UIBU FOGPSDFT UIF DPOTFSWBUJPO PG UIF BEJB�
CBUJD JOWBSJBOU� 5IF TFQBSBUJPO JOUP DBUFHPSJFT PG UIF UFDI�
OJRVFT BOBMZ[FE JO UIJT SFWJFX IBT UP CF VOEFSTUPPE BT B
DIPJDF NBEF NPSF CZ QFEBHPHJDBM QVSQPTFT UIBO CZ B SJHPS�
PVT DBUFHPSJ[BUJPO�

$POTJEFS BO PWFSEBNQFE #SPXOJBO QBSUJDMF XIPTF
TUBUJTUJDBM TUBUF ρ(Y, U) PCFZT UIF '1 FRVBUJPO 	��
�
TFF BQQFOEJY # GPS EFUBJMT�XJUI UIF QPUFOUJBM 6445(Y, U) =
6(Y, U)+6$%(Y, U)� 5IF JOTUBOUBOFPVT FRVJMJCSJVN EJTUSJCV�
UJPO BTTPDJBUFE XJUI 6 ρFR HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 QMBZT UIF
SPMF PG BEJBCBUJD JOWBSJBOU� *O PUIFS XPSET XF BJN UP TUFFS
UIF TZTUFN TP UIBU UIF FRVJMJCSJVN 1%' PG UIF VOQFSUVSCFE
QPUFOUJBM 6(Y, U) JT NBJOUBJOFE UISPVHIPVU UIF QSPDFTT�

8IFO6(Y, U) WBSJFT BU àOJUF SBUF6$% ̸= � JT OFFEFE UP QSF�
TFSWF UIF QSFTDSJCFE FWPMVUJPO ρFR� 4QFDJàDBMMZ UIF $% UFSN
FTDPSUJOH UIF BEJBCBUJD FWPMVUJPO JT HJWFO CZ <��>

− ∂Y6$%(Y, U) =−γ
´ Y EY ′∂UρFR(Y ′, U)

ρFR(Y, U)
. 	��


5IJT FYQSFTTJPO DBO CF EFSJWFE GSPN UIF DVNVMBUJWF EJTUSJCV�
UJPO

F(Y, U) =
ˆ Y

−∞
EY ′ρ(Y ′, U) 	��


BOE JUT WFMPDJUZ àFME

W(Y, U) = ∂UY(F , U) =− ∂UF(Y, U)
∂YF(Y, U)

, 	��


XIFSF Y(F , U) JT UIF GVODUJPO PCUBJOFE CZ JOWFSUJOH F(Y, U) GPS
àYFE U� 4QFDJàDBMMZ VTJOH UIF WFMPDJUZ àFME XF PCUBJO

− ∂Y6$%(Y, U) = γW(Y, U). 	��


5IJT BQQSPBDI JT QBSUJDVMBSMZ BQQFBMJOH TJODF JU IBT CFFO
TIPXO UP CF VTFGVM BT B VOJàFE QSPDFEVSF UP EFSJWF $%
UFSNT JO RVBOUVN DMBTTJDBM BOE UIFSNBM TZTUFNT <��>�BT JO
FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
�

5IF $% GPSDF HJWFO JO FRVBUJPO 	��
 BMMPXT UP SFDPWFS UIF
JOWFSTF FOHJOFFSJOH SFTVMUT EFSJWFE GPS TIBQF QSFTFSWJOH QPUFO�
UJBMT JO TFDUJPO ���� *OEFFE JOKFDUJOH SFMBUJPO 	��
 JOUP 	��

	XJUI ρ QMBZJOH UIF SPMF PG ρFR
 ZJFMET SBUIFS VOFYQFDUFEMZ B
$% GPSDF UIBU EPFT OPU EFQFOE PO 6 BOE UIVT IPMET JSSFTQFDU�
JWF PG UIF GVODUJPOBM GPSN DIPTFO GPS UIF 1%' <��> QSPWJEFE
UIJT GPSN JT DPOTFSWFE 	BOE JT UIVT B QSFTFSWFE ABEJBCBUJD
JOWBSJBOU�
�

∂Y6$%(Y, U) = −γ µ̇(U)σ(U)+ [Y−µ(U)]σ̇(U)
σ(U)

, 	��


XIJDI JT DPOTJTUFOU XJUI UIF QPUFOUJBM HJWFO JO FRVBUJPO 	��

SFNFNCFSJOH 6445 = 6+6$%�

5IF $% NFUIPE IBT CFFO BMTP FNQMPZFE JO UIF VOEFS�
EBNQFE TJUVBUJPO <�� �� ��>� "U WBSJBODF XJUI UIF DPOTFSWBU�
JWF ESJWJOHT 6(Y, U) EFSJWFE XJUI UIF JOWFSTF FOHJOFFSJOH UFDI�
OJRVF <��> UIF $% QPUFOUJBM DPOUBJOT B UFSN EFQFOEJOH PO UIF
NPNFOUVN PG UIF QBSUJDMF� 5IJT FOUBJMT TFSJPVT EJGàDVMUJFT GPS
UIF FYQFSJNFOUBM JNQMFNFOUBUJPO PG TVDI B $% ESJWJOH� $%
QSPUPDPMT IBWF BMTP CFFO EFWJTFE GPS TZTUFNT EFTDSJCFE CZ
NBTUFS FRVBUJPOT J�F� .BSLPW QSPDFTTFT XJUI EJTDSFUF TUBUFT�
TFF TFDUJPO ���� 'JOBMMZ XF QSFTFOU JO BQQFOEJY ' B EFSJW�
BUJPO PG UIF XPSL áVDUVBUJPO SFMBUJPO <��> GSPN $% UZQF PG
BSHVNFOUT�

��
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���� 'BTU�GPSXBSE

/PX MFU VT DPOTJEFS BOPUIFS TUSBUFHZ GPS UIF TXJGU DPOOFD�
UJPO PG FRVJMJCSJVN TUBUFT� UIF TP�DBMMFE '' QSPDFEVSF� *O UIF
RVBOUVN DBTF <�� ��> '' SFGFST UP B QSPUPDPM UIBU NBLFT JU
QPTTJCMF UP SFBDI B EFTJSFE àOBM TUBUF JOEFQFOEFOUMZ PG UIF QBUI
TXFQU UP EP TP� 'PS UIF JTPMBUFE DMBTTJDBM TZTUFNT BOBMZ[FE JO
TFDUJPO � PG UIJT SFWJFX '' IBT CFFO FNQMPZFE JO B TJNJMBS
TFOTF� 5IFSFJO UIF '' QSPUPDPM MFE UIF TZTUFN UP UIF UBSHFU
TUBUF XJUI UIF TBNF WBMVF PG UIF BEJBCBUJD JOWBSJBOU BT UIF JOJ�
UJBM TUBUF CZ BEEJOH B WFMPDJUZ�JOEFQFOEFOU QPUFOUJBM6''(Y, U)�
5IF QSJDF PG TVDI B QSPDFEVSF XBT UIF BEJBCBUJD JOWBSJBOU CFJOH
OP MPOHFS QSFTFSWFE BU JOUFSNFEJBUF UJNFT� %FSJWBUJPO PG ''
QSPUPDPMT BSF VOJàFE JO CPUI RVBOUVN BOE DMBTTJDBM NFDIBO�
JDT CZ VTJOH UIF BDDFMFSBUJPO áPX àFME <��> BT EJTDVTTFE JO
TFDUJPO ������

)FSF XF DPOTJEFS UIF FYUFOTJPO PG UIF '' JEFB UP UIF DPO�
UFYU PG TZTUFNT XJUI TUPDIBTUJD EZOBNJDT BHBJO EFTDSJCFE CZ
UIF PWFSEBNQFE '1 FRVBUJPO 	��
� *O DPOUSBTU UP UIF $% ESJWJOH
KVTU EFTDSJCFE UIFSF JT OP VOEFSMZJOH BEJBCBUJD USBOTGPSNBUJPO
PWFS XIJDI UIF TIPSUDVU JT CVJMU� 5IF JEFB JT UIF GPMMPXJOH� POF
DPOTJEFST B DFSUBJO SFGFSFODF QSPDFTT�OPU OFDFTTBSJMZ TMPX�
UIBU DPOOFDUT UXP HJWFO TUBUFT BOE UIFO TFBSDIFT GPS B UBJMPS�
NBEF FYUFSOBM QPUFOUJBM UIBU BDDFMFSBUFT UIJT SFGFSFODF QSP�
DFTT <��>� *O UIJT XBZ UIF AGSBNFT� PG UIF ANPWJF� BSF àYFE
HJWFO CZ UIF SFGFSFODF QSPDFTT CVU BSF QMBZFE BU B IJHIFS SBUF JO
UIF '' QSPUPDPM� "T FYQMBJOFE CFMPX UIF TBNF JEFB BMMPXT GPS
SFQSPEVDJOH UIF GSBNFT BU B MPXFS SBUF 	TMPX�GPSXBSE
 PS FWFO
QMBZ UIF NPWJF CBDLXBSET BU B IJHIFS PS B MPXFS SBUF 	GBTU�
CBDLXBSE PS TMPX�CBDLXBSE SFTQFDUJWFMZ
�TPNFIPX HFOFS�
BMJ[JOH UIF TIPSUDVUT EFTDSJCFE JO UIJT SFWJFX�

(PJOH JOUP TQFDJàDT BOE GPMMPXJOH <��> XF DPOTJEFS B
SFGFSFODF TPMVUJPO ρS(Y, U) PG FRVBUJPO 	��
 VOEFS B SFGFSFODF
QPUFOUJBM 6S(Y, U)� 5IFO XF JOUSPEVDF B UJNF EJTUPSUJPO Λ(U) PG
UIF SFGFSFODF J�F� ρ(Y, U) = ρS(Y,Λ(U)) BOE MPPL GPS UIF QPUFO�
UJBM 6(Y, U) SFRVJSFE UP ESJWF UIF FWPMVUJPO GPMMPXJOH UIF HJWFO
QSFTDSJQUJPO ρS(Y,Λ(U))� *U JT JNQPSUBOU UP SFNBSL UIBU BU WBSJ�
BODF XJUI UIF DMBTTJDBM DBTF UIF DPOOFDUJOH QBUI JT àYFE BOE
HJWFO CZ ρS(Y,Λ(U))�

5IF '1 FRVBUJPO 	��
 JT SFXSJUUFO BT B DPOUJOVJUZ FRVBUJPO

∂Uρ=−∂Y (ρW) , 	��B


W(Y, U) =−γ−� [∂Y6(Y, U)+β−�∂Y MOρ(Y, U)
]

	��C


XIFSF W(Y, U) JT B WFMPDJUZ àFME��� 5IF EFSJWBUJPO PG UIF '' QSP�
UPDPM JT CBTFE PO UIF SFMBUJPO CFUXFFO UIF WFMPDJUZ àFMET JO UIF
SFGFSFODF BOE UIF NBOJQVMBUFE QSPDFTT

W(Y, U) = Λ̇(U)WS(Y,Λ(U)). 	��


)FODF UIF ESJWJOH QPUFOUJBM DBO CF TPMWFE� 'PS UIF TBLF PG DMBS�
JUZ XF EJTQMBZ UIF TPMVUJPO GPS UIF BVYJMJBSZ QPUFOUJBM

�� 5IJT WFMPDJUZ àFME JT FYBDUMZ UIF TBNF EFàOFE JO UIF $% ESJWJOH TJODF TQB�
UJBM JOUFHSBUJPO PG UIF '1 FRVBUJPO XSJUUFO JO UIF GPSN 	��B
 GSPN −∞ UP Y
MFBET QSFDJTFMZ UP FRVBUJPO 	��
�

'JHVSF �� 4LFUDI PG UIF XFMEJOH TUSBUFHZ UP DPOOFDU UXP BSCJUSBSZ
EJTUSJCVUJPOT ρJ BOE ρG� 5IF DPOOFDUJPO JT NBEF JO UXP TUFQT� *O UIF
àSTU TUFQ B SFGFSFODF QSPDFTT GSPN ρJ UP ρJOU JT TVCNJUUFE UP B ''
FWPMVUJPO� *O UIF TFDPOE TUFQ B SFGFSFODF QSPDFTT TUBSUJOH BU ρG BOE
àOJTIJOH BU ρJOU JT UJNF�SFWFSTFE BOE BDDFMFSBUFE 	GBTU CBDLXBSE
� *O
EPJOH TP POF BDIJFWFT UIF EFTJSFE DPOOFDUJPO JO B DIPTFO UJNF�

−∂Y6''(Y, U) = [�− Λ̇(U)]

× [∂Y6S(Y,Λ(U))+β−�∂Y MOρS(Y,Λ(U))].
	��


5IF UPUBM ESJWJOH QPUFOUJBM JT 6(Y, U) = 6S(Y,Λ(U))+6''(Y, U)�
5IF TPMVUJPO JT HJWFO JO UFSNT PG UIF SFGFSFODF QSPDFTT BOE
UIF UJNF NBQ Λ(U)� "T FYQFDUFE XIFO UIF SFGFSFODF BOE
NBOJQVMBUFE EZOBNJDT DPJODJEF J�F� Λ(U) = U POF TJNQMZ IBT
∂Y6(Y, U) = ∂Y6S(Y, U) PS FRVJWBMFOUMZ ∂Y6''(Y, U) = ��

5IJT UZQF PG ESJWJOH OPU POMZ BMMPXT GPS BDDFMFSBUJPO
	Λ̇> �
 CVU BMTP GPS EFDFMFSBUJPO 	�< Λ̇< �
 BOE FWFO GPS
UIF JOWFSTJPO PG UJNF�T BSSPX 	Λ̇< � NFBOJOH UIBU UIF SFGFS�
FODF EZOBNJDT DBO CF AQMBZFE CBDLXBSET�
� $PNCJOJOH TJNQMF
SFGFSFODF QSPDFTTFT JU JT QPTTJCMF UP CVJME VQ BO PQFSBUJPOBM
XFMEJOH QSPUPDPM UIBU DPOOFDUT BSCJUSBSZ TUBUFT <��>� 4QFDJàD�
BMMZ POF DBO QSPEVDF B XFMEJOH DPOOFDUJPO CFUXFFO BO JOJUJBM
TUBUF ρJ(Y) BOE UIF UBSHFU TUBUF ρG(Y) UISPVHI BO JOUFSNFEJBUF
TUBUF ρJOU(Y) EJTUPSUJOH UXP DPOTFDVUJWF SFGFSFODF QSPDFTTFT�
5IJT DPOTUSVDUJPO SFMJFT PO UIF BDDFMFSBUJPO PG B àSTU SFGFSFODF
SFMBYBUJPO QSPDFTT GSPN ρJ(Y) UP ρJOU(Y)� BOE BDDFMFSBUJOH BOE
SFWFSTJOH B TFDPOE SFMBYBUJPO QSPDFTT GSPN ρG(Y) UP ρJOU(Y)�
TFF àHVSF �� *G POF TFFLT BO PQFSBUJOH UJNF UG 	XJUI B TUBSUJOH
UJNF UJ = �
 POF DBO BTTJHO B UJNF EVSBUJPO UG/� GPS FBDI PG UIF
UXP TUFQT CVU PUIFS DIPJDFT BSF QPTTJCMF�

/PUF UIBU UIF $% NFUIPE DPVME CF VOEFSTUPPE BT B MJNJU PG
UIF '' QSPUPDPM QSFTFOUFE BCPWF� -FU VT DPOTJEFS B SFGFSFODF
QSPDFTT PG EVSBUJPO US BOE UBLF UIF MJNJU US →∞ TP UIBU UIF
SFGFSFODF QSPDFTT CFDPNFT RVBTJTUBUJD� )FODF UIF MJNJU SFGFS�
FODF QSPDFTT XPVME TXFFQ FRVJMJCSJVN TUBUFT� *O UIJT XBZ UIF
SFTVMUJOH MJNJU PG UIF '' QSPUPDPM XPVME DPOWFSHF UP UIF DPVO�
UFSBEJBCBUJD NFUIPE�

��
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���� &OHJOFFSJOH UIF UIFSNBM FOWJSPONFOU

*O QSFWJPVT EFWFMPQNFOUT XF BEESFTTFE #SPXOJBO PCKFDUT JO
TPNF FOWJSPONFOU BU UIFSNBM FRVJMJCSJVN NFBOJOH UIF UFN�
QFSBUVSF FOUFSJOH UIF -BOHFWJO BOE '1 FRVBUJPOT JT àYFE� 'PS
DPMMPJEBM TZTUFNT UIF FOWJSPONFOU JT VTVBMMZ XBUFS BOE JU NBZ
CF EJGàDVMU UP JNQPTF B DIPTFO UJNF EFQFOEFODF GPS JUT UFN�
QFSBUVSF FTQFDJBMMZ JG B NBTTJWF IFBUJOH JT TPVHIU <��>� :FU
JU JT QPTTJCMF UP AGPPM� UIF DPMMPJEBM CFBET TVCKFDUJOH UIFN UP
B SBOEPN GPSDJOH UIBU XJMM FNVMBUF BO FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF
FYDFFEJOH TFWFSBM UIPVTBOE LFMWJOT <�� ��>� 5IF NFUIPE JT
RVJUF SPCVTU BOE FTTFOUJBMMZ SFRVJSFT UIBU UIF GPSDJOH GSFRVFODZ
CF MBSHF DPNQBSFE UP UIF CFBE JOWFSTF SFMBYBUJPO UJNF� *U JT UIFO
QPTTJCMF UP àOFMZ DPOUSPM UIF UJNF EFQFOEFODF PG UIF FGGFDUJWF
UFNQFSBUVSF CZ QMBZJOH PO UIF BNQMJUVEF PG UIF GPSDJOH XIJDI
PQFOT OFX NFBOT GPS ESJWJOH UIF TZTUFN <��> BOE QBWFT UIF
XBZ UPXBSET UIF NPSF HFOFSBM HPBM PG SFTFSWPJS FOHJOFFSJOH�

'PMMPXJOH UIJT JEFB B NJDSPNFUSJD TJMJDB TQIFSF IBT CFFO
ESJWFO JO <��> CZ UIF KPJOU NPOJUPSJOH PG B IBSNPOJD USBQ TUJGG�
OFTT 	κ
 BOE UIF QPJOU PG [FSP GPSDF 	Y�
� *O PUIFS XPSET UIF
DPOàOJOH QPUFOUJBM JT PG UIF GPSN

6(Y, U) =
�
�
κ(U)(Y− Y�(U))

� , 	��


BOE UIF JEFB JT UP JNQPTF UIF QSPQFS UJNF EFQFOEFODF KPJOUMZ
PO CPUI κ BOE Y�� $PNQBSFE UP UIF NPSF VTVBM TJUVBUJPO XIFSF
Y� JT àYFE B OFX DPOUSJCVUJPO κ(U)Y�(U) BSJTFT JO UIF GPSDF CBM�
BODF� *U JT JNQPSUBOU UIBU 	B
 Y� SFNBJO TNBMM DPNQBSFE UP UIF
CFBE TJ[F JO PSEFS OPU UP BGGFDU UIF FGGFDUJWF TUJGGOFTT BOE 	C

UIBU UIF DPSSFMBUJPO UJNF PG UIF TJHOBM Y�(U) CF TNBMM DPNQBSFE
UP UIF QSPUPDPM EVSBUJPO 	JUTFMG CZ DPOTUSVDUJPO TNBMMFS UIBO
UIF JOUSJOTJD SFMBYBUJPO UJNF
� 5IFO UIF GPSDJOH PG Y� SFTVMUT
JO BO FGGFDUJWF IFBU CBUI GPS UIF DPMMPJEBM EFHSFF PG GSFFEPN�
UIJT GPSDJOH IBT B UJNF�EFQFOEFOU BNQMJUVEF BOE GPS QSBDUJDBM
QVSQPTFT DBO CF WJFXFE BT EFMUB�DPSSFMBUFE JO UJNF� *O <��>
UIF DPOUSPM PG Y� XBT BDIJFWFE XJUI BO BDPVTUP�PQUJD EFáFDUPS
BOE UIF CBUI FOHJOFFSJOH NBEF JU QPTTJCMF UP RVJDLMZ EFDPOàOF
B DPMMPJEBM TUBUF� 4IPVME POF CF BCMF UP QMBZ POMZ PO UIF TUJGG�
OFTT κ(U) FRVJWBMFOU USBOTGPSNBUJPOT XPVME SFRVJSF USBOTJFOUMZ
FYQVMTJWF GPSDFT XJUI κ< � XIJDI SFQSFTFOU BO FYQFSJNFOUBM
DIBMMFOHF <�� ��>� " MJNJUBUJPO PG UIF BQQSPBDI JT UIBU UIF
FYUSB TUPDIBTUJD GPSDJOH BQQMJFE SFTVMUT JO FOIBODFE #SPXOJBO
áVDUVBUJPOT BOE JO BO FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF JODSFBTF� 0UIFS
UFDIOJRVFT XPVME IBWF UP CF BQQMJFE XIFO JU DPNFT UP DPPMJOH
UIF DFOUFS�PG�NBTT NPUJPO PG USBQQFE CFBET TVDI BT GFFECBDL�
CBTFE BQQSPBDIFT <��>�

3FDFOUMZ UIF FGGFDUJWF IFBUJOH PG PQUJDBMMZ USBQQFE PCKFDU
BMMPXFE UP EFWJTF àOJUF�UJNF BEJBCBUJD QSPDFTTFT <��>� )FSF
XF TUSFTT UIBU ABEJBCBUJD� JT VOEFSTUPPE JO JUT VTVBM UIFSNPEZ�
OBNJDTNFBOJOH PG IFBU�FYDIBOHF GSFF <�>� "#SPXOJBO PCKFDU
JT JOIFSFOUMZ áVDUVBUJOH BOE TUSPOHMZ DPVQMFE UP JUT FOWJSPO�
NFOU� $POTJEFS UIF DPNQSFTTJPO BU àYFE UFNQFSBUVSF 5 PG B
DPMMPJEBM CFBE XIFSF GPS JOTUBODF UIF TUJGGOFTT κ PG B IBSNPOJD
QPUFOUJBM JT JODSFBTFE� 8IFO UIF CFBE IBT SFMBYFE UIF JOUFSOBM
FOFSHZ EJGGFSFODF ∆6 WBOJTIFT PO BWFSBHF CFUXFFO UIF JOJ�
UJBM BOE àOBM TUBUFT XIJDI IBWF UIF TBNF UFNQFSBUVSF� 5IF
àSTU QSJODJQMF PG UIFSNPEZOBNJDT <�> TUBUFT UIBU TJODF UIF CFBE
SFDFJWFE XPSL GSPN UIF DPOàOJOH GPSDF IFBU áFX UPXBSET UIF

CBUI PO BWFSBHF <�>� *G POF TFFLT B WBOJTIJOH IFBU FYDIBOHF
PO BWFSBHF JU JT NBOEBUPSZ UIBU UIF FOWJSPONFOU UFNQFSBUVSF
JODSFBTF� *O UIF RVBTJ�TUBUJD MJNJU UIJT JODSFBTF IBT UP CF QSP�
QPSUJPOBM UP

√
κ� 5IJT DBO CF TFFO BT B DPOTFRVFODF PG -BQMBDF

SFMBUJPO CFUXFFO UFNQFSBUVSF 5 BOE WPMVNF 7 GPS UIF BEJB�
CBUJD SFWFSTJCMF USBOTGPSNBUJPO PG BO JEFBM HBT� 57�/� = DPOTU
GPS B NPOPBUPNJD HBT� )FSF UIF DPOàOFNFOU MFOHUI JT σFR
TP UIBU UIF SPMF PG UIF WPMVNF JT QMBZFE CZ σ�

FR� 4JODF σ
�
FR =

L#5/κ UIJT ZJFMET B -BQMBDF DPOEJUJPO 5σ�
FR = DPOTU PS FRVJ�

WBMFOUMZ 5�/κ= DPOTU� 5IJT DBO CF WJFXFE BT UIF TUBUFNFOU
UIBU OΛ� = DPOTU XIFSF O JT UIF UZQJDBM EFOTJUZ BOE Λ JT %F
#SPHMJF XBWFMFOHUI XIJDI HVBSBOUFFT UIBU WPMVNF JO QIBTF
TQBDF JT DPOTFSWFE� 5IJT WPMVNF JT DPNQVUFE GSPN UIF 	DVCFE

QSPEVDU PG UIF UZQJDBM MFOHUI JO SFBM TQBDF σ UJNFT UIF UZQ�
JDBM WFMPDJUZ TDBMJOH MJLF

√
5� 5IJT EJTDVTTJPO BMTP JMMVTUSBUFT

UIBU UIF RVBTJ�TUBUJD DSJUFSJPO 5�/κ= DPOTU JT TQBDF�EJNFOTJPO
JOEFQFOEFOU <�� ��>�

'PS àOJUF�UJNF BEJBCBUJD QSPDFTTFT OPU POMZ EPFT UIF NFBO
IFBU SFMFBTFE UP UIF UIFSNBM FOWJSPONFOU WBOJTI CFUXFFO UIF
JOJUJBM BOE àOBM TUBUFT PG UIF USBOTGPSNBUJPO CVU JU BMTP EPFT
BU BOZ UJNF JO CFUXFFO� 5IF PQFSBUJOH UJNF PG UIFTF JSSFWFST�
JCMF BEJBCBUT DBO CF PQUJNJ[FE CZ KPJOUMZ DPOUSPMMJOH UIF QPUFO�
UJBM BOE UIF UFNQFSBUVSF� 5IF DPOEJUJPO PG [FSP IFBU JOWPMWFT
UIF LJOFUJD DPOUSJCVUJPO UP UIF FOFSHZ� UIF POMZ BTTVNQUJPO
CFJOH DPOTJTUFOUMZ XJUI UIF PWFSEBNQFE EFTDSJQUJPO UIBU UIF
WFMPDJUZ EFHSFF PG GSFFEPN JT BMXBZT BU FRVJMJCSJVN XJUI UIF
UJNF�EFQFOEFOU WBMVF PG UIF UFNQFSBUVSF� 4PNF HFOFSBM SFT�
VMUT FNFSHF <��> MJLF 	B
 GPSCJEEFO SFHJPOT J�F� àOBM TUBUFT
UIBU DBOOPU CF SFBDIFE BEJBCBUJDBMMZ BOE 	C
 B TQFFE MJNJU UIF
FYJTUFODF PG B NJOJNVN JO HFOFSBM OPOWBOJTIJOH UJNF U∗G GPS
UIF BEJBCBUJD DPOOFDUJPO� 'PS UIF TQFDJàD DBTF PG B IBSNPOJD
DPOàOJOH QPUFOUJBM JU XBT TIPXO UIBU 5σ� JT OPOEFDSFBTJOH
PWFS UIF BEJBCBUT� 5IJT JNQMJFT UIBU 5G/5J "

√
κG/κJ UBLJOH

JOUP BDDPVOU UIBU UIF TZTUFN JT BU FRVJMJCSJVN BU UIF JOJUJBM
BOE àOBM UJNFT�TFF FRVBUJPO 	��
� *U JT POMZ JO UIF RVBTJTU�
BUJD MJNJU UIBU 5σ� SFNBJOT DPOTUBOU BOE NPSFPWFS UIF FRVJ�
MJCSJVN FRVBUJPO PG TUBUF 	��
 IPMET GPS BMM UJNFT XIJDI MFBET UP
SFDPWFS #P BOE $FMBOJ�T SFTVMU PG DPOTUBOU 5�/κ <��>� "EWBOU�
BHF XBT UBLFO PG UIFTF àOJUF�UJNF BEJBCBUJD USBOTGPSNBUJPOT UP
DPOTUSVDU BO JSSFWFSTJCMF $BSOPU FOHJOF GFBUVSJOH JOUFSFTUJOH
FGàDJFODZ QSPQFSUJFT <��> TFF BMTP TFDUJPO ���� *O àHVSF � UIF
GBTUFTU QPTTJCMF BEJBCBUJD DPOOFDUJPO JT JMMVTUSBUFE GPS B ��%
DPNQSFTTJPO σG = �.�σJ�

�� 0QUJNBM DPOUSPM UIFPSZ

)JUIFSUP UIJT SFWJFX IBT GPDVTFE PO UFDIOJRVFT UIBU BMMPX GPS
DPOOFDUJOH UXP HJWFO TUBUFT� /BUVSBMMZ IBWJOH FTUBCMJTIFE UIBU
HPJOH GSPN " UP # JO B àOJUF UJNF JT GFBTJCMF SBJTFT UIF RVFT�
UJPO PG XIBU UIF CFTU QBUI JT� "OTXFSJOH UIJT LJOE PG RVFT�
UJPO JT UIF NBJO HPBM PG PQUJNBM DPOUSPM UIFPSZ <�� ��> XIJDI
DPNCJOFT XFMM XJUI JOWFSTF FOHJOFFSJOH QSPCMFNT� )PXFWFS
UIF DIPJDF PG UIF CFTU QBUIXBZ EFQFOET PO UIF RVBOUJUZ UP CF
PQUJNJ[FE 	UJNF TPNF LJOE PG DPTU GVODUJPO. . .
 UIBU TIPVME
UIVT CF EFàOFE JO UIF àSTU QMBDF� 	4FF GPS JOTUBODF <�� ��>
GPS TQFDJàD FYBNQMFT SBOHJOH GSPN VMUSBDPME BUPNT UP HSBOV�
MBS TZTUFNT�


��
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'JHVSF �� 'BTUFTU DPOUSPM BOE FWPMVUJPO GPS BO BEJBCBUJD 	JO UIF TFOTF PG [FSP BWFSBHF IFBU
 ��% DPNQSFTTJPO PG B IBSNPOJDBMMZ USBQQFE
QBSUJDMF� 5JNF τ = U/U∗G IBT CFFO NBEF EJNFOTJPOMFTT XJUI UIF TIPSUFTU QPTTJCMF EVSBUJPO PG UIF QSPDFTT U∗G  XIJDI JT SFBDIFE GPS B MJOFBS
FWPMVUJPO PG σ�

Y � 5IF GBTUFTU DPOOFDUJPO SFRVJSFT UIF TUJGGOFTT UP CF EJTDPOUJOVPVT BU UIF JOJUJBM BOE àOBM UJNFT� 5IF FYBNQMF TIPXO
DPSSFTQPOET UP 5G/5J = �� κG/κJ = �� BOE FOUBJMT BO BDDFMFSBUJPO PG B GBDUPS BSPVOE ��� XJUI SFTQFDU UP UIF SFMBYBUJPO UJNF TDBMF USFM = γ/κG�
4FF TFDUJPO ��� BOE <��> GPS GVSUIFS EFUBJMT�

���� .JOJNJ[BUJPO PG UIF NFBO XPSL

������ )BSNPOJD DPOOFDUJPOT� "MUIPVHI PQUJNBM DPOOFD�
UJPO QSPCMFNT JO UIF DPOUFYU PG àOJUF�UJNF UIFSNPEZOBN�
JDT EBUF CBDL UP UIF ����T BOE ����T <��m��> UIF àSTU
TPMVUJPO PG BO PQUJNBM DPOOFDUJPO QSPCMFN JO UIF ANPEFSO�
DPOUFYU PG TUPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT BOE 445 JT EVF UP
4DINJFEM BOE 4FJGFSU <��>� 5IFZ DPOTJEFSFE BO PWFSEBNQFE
#SPXOJBO QBSUJDMF TVCNJUUFE UP IBSNPOJD USBQQJOH XIFSF
FJUIFS UIF QPTJUJPO PS UIF TUJGGOFTT PG UIF USBQ JT DPOUSPMMFE�
8F SFDBMM UIBU FYQFSJNFOUT XJUI DPMMPJEBM QBSUJDMFT BSF VTV�
BMMZ XFMM EFTDSJCFE CZ UIF PWFSEBNQFE '1 PS 4NPMVDIPXTLJ
FRVBUJPO 	��
 <��>�TFF BMTP BQQFOEJY #�

*O <��> UIF PQUJNBM DPOUSPM OFFEFE UP NJOJNJ[F UIF NFBO
XPSL GPS BO JTPUIFSNBM QSPDFTT

⟨8⟩=
ˆ UG

�
EU
ˆ +∞

−∞
EY∂U6(Y, U)ρ(Y, U)

=

ˆ UG

�
EU
ˆ +∞

−∞
EY λ̇(U) · ∂λ6(Y,λ(U))ρ(Y, U). 	��


XBT EFSJWFE� /PUF UIBU XF BSF BTTVNJOH UIBU UIF QPUFOUJBM 6
EFQFOET PO UJNF UISPVHI TPNF FYUFSOBMMZ DPOUSPMMFE QBSBNFU�
FST λ��� %FBMJOH XJUI UIF WBSJBUJPO PG UIF XPSL BO &VMFSm
-BHSBOHF FRVBUJPO GPS UIF DPOUSPM QBSBNFUFS XBT PCUBJOFE BOE

�� 4FF BQQFOEJY # GPS B CSJFG BDDPVOU PG UIF EFàOJUJPOT PG XPSL BOE IFBU JO
UIF DPOUFYU PG TUPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT�

BOBMZUJDBMMZ TPMWFE� 5IF BTTVNQUJPO PG IBSNPOJD QPUFOUJBM
BOE UIFSFGPSF (BVTTJBO TUBUFT IBT NVDI UP EP XJUI UIF GBDU
UIBU UIF QSPCMFN JT BOBMZUJDBMMZ TPMWBCMF� 5IF EZOBNJDT PG UIF
TZTUFN JO QSJODJQMF DPEJàFE JO UIF '1 FRVBUJPO DBO CF TJN�
QMJàFE UP BO PSEJOBSZ EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO GPS UIF POMZ SFMFW�
BOU NPNFOU PG UIF EJTUSJCVUJPO�F�H� JUT TUBOEBSE EFWJBUJPO TFF
FRVBUJPO 	��
�

*U JT OBUVSBM UP USZ UP USBOTQPTF PQUJNBM QSPUPDPMT UP BDUVBM
FYQFSJNFOUT GPS FYBNQMF UIF DPNQSFTTJPO PS EFDPNQSFT�
TJPO PG B IBSNPOJDBMMZ USBQQFE #SPXOJBO QBSUJDMF�CZ DPO�
USPMMJOH UIF TUJGGOFTT PG UIF USBQ� 4UJMM UIF FYQFSJNFOUBM JNQMF�
NFOUBUJPO PG UIF PQUJNBM QSPUPDPMT QSFTFOUT TPNF EJGàDVMUJFT�
4QFDJàDBMMZ UIF OFHBUJWF WBMVFT PG UIF TUJGGOFTT OFFEFE GPS
EFDPNQSFTTJPO�GPS TIPSU FOPVHI DPOOFDUJOH UJNFT���BSF
FYQFSJNFOUBMMZ DIBMMFOHJOH� " TUFQ GPSXBSE UP TPMWF UIJT
JTTVF IBT CFFO NBEF CZ FNQMPZJOH BO PQUJDBM GFFECBDL
USBQ <��>� "MUIPVHI UIF DPOOFDUJPO DPOTJEFSFE UIFSFJO JT OPU
PQUJNBM JU JT OFBUMZ TIPXO UIBU JU JT QPTTJCMF UP EFDPNQSFTT
UIF #SPXOJBO QBSUJDMF JO B àOJUF�UJNF XJUI B QPUFOUJBM UIBU
CFDPNFT SFQVMTJWF�J�F� XJUI OFHBUJWF TUJGGOFTT�JOTJEF B DFS�
UBJO UJNF XJOEPX� "MTP UIF PQUJNBM DPOUSPM�UIF TUJGGOFTT PG
UIF USBQ�QPTTFTTFT àOJUF EJTDPOUJOVJUJFT BU UIF JOJUJBM BOE àOBM
UJNFT JO UIF PWFSEBNQFE MJNJU� 5IFTF EJTDPOUJOVJUJFT IBWF UIF
TBNF GPSNBM PSJHJO BT JO UIF DMBTTJD QSPCMFNT PG àOJUF�UJNF

�� 'SPN FRVBUJPO 	��
 JU JT TFFO UIBU GPS B GBTU EFDPNQSFTTJPO XIFSF σ̇ JT
TUSPOHMZ QPTJUJWF JO TPNF UJNF XJOEPX UIFO κ≃−γσ̇/σ BOE JT UIVT OFHBUJWF
JO UIF TBNF UJNF XJOEPX�

��
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UIFSNPEZOBNJDT <��> UIF MJOFBSJUZ PG UIF -BHSBOHJBO JO JUT
IJHIFTU EFSJWBUJWF <��>�

%JTDPOUJOVJUJFT JO UIF ADPOUSPM GVODUJPOT� BSF CFUUFS SBUJPO�
BMJ[FE JO UIF DPOUFYU PG 1POUSZBHJO�T NBYJNVN QSJODJQMF PG
PQUJNBM DPOUSPM UIFPSZ UIBO XJUIJO UIF GSBNFXPSL PG WBSJ�
BUJPOBM DBMDVMVT <�� ��>� *O PQUJNBM DPOUSPM UIFPSZ UIF DPO�
USPM GVODUJPO POMZ IBT UP CF QJFDFXJTF DPOUJOVPVT BOE UIVT
EJTDPOUJOVJUJFT JO UIF DPOUSPM MJLF UIPTF BQQFBSJOH JO UIF TUJGG�
OFTT PG UIF IBSNPOJD USBQ BSF USFBUFE JO B OBUVSBM BOE NBUI�
FNBUJDBM SJHPSPVT XBZ TFF F�H� <��>� .PSF HFOFSBM QPUFOUJBMT
CFZPOE UIF IBSNPOJD DBTF SFQSFTFOU B DIBMMFOHF CFDBVTF TPMW�
JOH UIF '1 FRVBUJPO DBOOPU CF NBQQFE POUP TPMWJOH BO PSEJO�
BSZ EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO� )PXFWFS OVNFSJDBM NJOJNJ[BUJPO PG
UIF NFBO XPSL IBT CFFO DBSSJFE PVU XIJDI TIPXT UIBU UIF QSF�
EJDUFE EJTDPOUJOVJUJFT BSF SPCVTU GFBUVSFT PG UIF PQUJNBM DPO�
USPM <��>� *O UIF VOEFSEBNQFE DBTF UIF EJTDPOUJOVJUJFT PG UIF
DPOUSPM CFDPNF IBSTIFS UIFZ EP OPU JOWPMWF àOJUF KVNQT CVU
EFMUB QFBLT <��>�

0QUJNBM IBSNPOJD DPOOFDUJPOT DPOTJEFSJOH UIF MJNJUBUJPO
TUFNNJOH GSPN CPVOEFE TUJGGOFTT IBWF BMTP CFFO JOWFTUJHBUFE
JO UIF PWFSEBNQFE DBTF <��>� 4QFDJàDBMMZ UIF TUJGGOFTT IBT
CFFO BTTVNFE UP CF CPVOEFE CFUXFFO � BOE B NBYJNVN WBMVF
�< κ(U)< κNBY� 1POUSZBHJO�T QSJODJQMF QSPWJEFT UIF BEFRVBUF
GSBNFXPSL UP TPMWF TVDI DPOTUSBJOFE PQUJNBM QSPCMFN� 5IF
UJNF FWPMVUJPO PG UIF TUJGGOFTT UVSOT PVU UP CF CVJMU CZ UXP
QJFDFT� *O UIF àSTU POF UIF FRVBUJPOT GPS UIF QSPUPDPM BSF TJN�
JMBS UP UIPTF DPNJOH PVU GSPN UIF VODPOTUSBJOFE QSPCMFN <��>
XIFSFBT JO UIF TFDPOE QJFDF UIF DPOUSPM JT LFQU àYFE BOE FRVBM
UP POF PG JUT MJNJUJOH WBMVFT� 5IFTF UXP QJFDFT TNPPUIMZ NBUDI
JO UIF TFOTF UIBU UIF EZOBNJDBM WBSJBCMF�UIF WBSJBODF PG UIF
QPTJUJPO PG UIF #SPXOJBO QBSUJDMF�JT DPOUJOVPVT BOE IBT DPO�
UJOVPVT UJNF EFSJWBUJWF� "T B DPOTFRVFODF PG UIF CPVOET BOE
EFQFOEJOH PO UIF UBSHFU WBMVF PG UIF TUJGGOFTT BOE UIF EFTJSFE
DPOOFDUJPO UJNF UIF UBSHFU TUBUF NBZ CFDPNF JOBDDFTTJCMF�
8IFO UIF DPOOFDUJPO JT QPTTJCMF UIF NJOJNVNXPSL JT HSFBUFS
UIBO UIF NJOJNVN POF GPVOE GPS UIF VODPOTUSBJOFE DBTF UIF
EJGGFSFODF CFUXFFO UIFN CFDPNFT MBSHF JO TPNF TJUVBUJPOT�
4JNJMBSMZ UP UIF VODPOTUSBJOFE DBTF UIF DPOUSPM EFWFMPQT àOJUF
KVNQT BU UIF JOJUJBM BOE àOBM UJNFT�

������ #FZPOE UIF IBSNPOJD DBTF� "GUFS UIF QSPCMFN PG
PQUJNBMMZ DPOOFDUJOH (BVTTJBO TUBUFT�JO UIF TFOTF PG NJO�
JNJ[JOH UIF NFBO XPSL�PVS JOUFSFTU HPFT UP UIF BOBMZUJDBM
EFSJWBUJPO PG UIF PQUJNBM DPOOFDUJPO GPS BO BSCJUSBSZ OPO�
MJOFBS QPUFOUJBM�TUJMM JO UIF JTPUIFSNBM DBTF� 5IJT DIBMMFO�
HJOH QSPCMFN IBT CFFO àSTU BEESFTTFE JO B TFSJFT PG SFMBUFE
QBQFST <��m���>� 4UBSUJOH GSPN UIF -BOHFWJO EFTDSJQUJPO
JOTUFBE PG UIF FRVJWBMFOU '1 FRVBUJPO GPS UIF 1%' UIFZ TIPX
UIBU UIF BCPWF RVFTUJPO IBT RVJUF B HFOFSBM BOTXFS JO UIF PWFS�
EBNQFE MJNJU� #VJMEJOH PO MPOH�FTUBCMJTIFE SFMBUJPOT CFUXFFO
EZOBNJDBM TZTUFNT BOE TUPDIBTUJD DPOUSPM UIFPSZ <��� ���>
UIF NJOJNJ[BUJPO PG UIF BWFSBHF IFBU SFMFBTFE UP UIF SFTFS�
WPJS DBO CF NBQQFE POUP BO PQUJNBM NBTT USBOTQPSU QSPC�
MFN SVMFE CZ UIF #VSHFST FRVBUJPO BOE FYQMJDJUMZ TPMWFE
GPS TFWFSBM QIZTJDBM TJUVBUJPOT <�� ��>� 4JODF PQUJNJ[JOH

BWFSBHF IFBU BOE XPSL JT UIF TBNF QSPCMFN�� GPS UIF QBS�
UJDVMBS DBTF PG B IBSNPOJD USBQ UIF PQUJNBM QSPUPDPM UIBU
NJOJNJ[FT UIF NFBO XPSL JO <�� ���> JT SFDPWFSFE� 0ODF
NPSF UIF PQUJNBM DPOUSPM QSFTFOUT EJTDPOUJOVJUJFT BU UIF JOJ�
UJBM BOE àOBM UJNFT��� *U JT XPSUI TUSFTTJOH UIBU UIF NJOJNJ[B�
UJPO PG IFBU JT TIPXO UP CF FRVJWBMFOU UP UIF NJOJNJ[BUJPO PG
FOUSPQZ QSPEVDUJPO QSPWJEJOH B SFàOFE WFSTJPO PG UIF TFDPOE
MBX PG UIFSNPEZOBNJDT <��>� *O HFOFSBM UIJT MJOF PG SFTFBSDI
FWJEFODFT UIBU EJGGFSFOUJBM HFPNFUSZ DPODFQUT DBO BMTP CF
VTFGVM UP JOWFTUJHBUF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT JO TUPDIBTUJD
UIFSNPEZOBNJDT <�� ���>�

5IF HFOFSBMJ[BUJPO PG UIF BCPWF SFTVMUT UP.BSLPW KVNQ QSP�
DFTTFT HPWFSOFE CZ B NBTUFS SBUIFS UIBO B '1 FRVBUJPO IBT
BMTP CFFO DBSSJFE PVU <��>� *O UIF DPOUJOVVN MJNJU UIF SFTVMUT
DPOWFSHF UP UIPTF QSFWJPVTMZ EFTDSJCFE� *U IBT CFFO TIPXO UIBU
PQUJNBM QSPUPDPMT�JO UIF TBNF TFOTF PG NJOJNJ[JOH FOUSPQZ
QSPEVDUJPO�GPS TZTUFNT XJUI EJTDSFUF TUBUFT NBZ JOWPMWF OPO�
DPOTFSWBUJWF GPSDFT <���>� )FSF OPO�DPOTFSWBUJWF NFBOT UIBU
UIF MPHBSJUIN PG UIF SBUJP PG GPSXBSE BOE CBDLXBSE SBUFT DBO�
OPU CF XSJUUFO BT B EJGGFSFODF PG TUBUF GVODUJPOT� "MTP UIF
SFMFWBODF PG JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ DPODFQUT MJLF UIF 8BTTFS�
TUFJO EJTUBODF IBT CFFO VOWFJMFE JO UIJT DPOUFYU <���>� *OUFSFTU�
JOHMZ UIF 8BTTFSTUFJO EJTUBODF JT DMPTFMZ SFMBUFE UP FOUSPQZ
QSPEVDUJPO PO RVJUF HFOFSBM HSPVOET BMTP GPS DPOUJOVPVT
TUBUFT <��� ���>�

'VSUIFSNPSF UIF QPTTJCJMJUZ PG FYUFOEJOH UIF BCPWF SFT�
VMUT UP UIF VOEFSEBNQFE -BOHFWJO�,SBNFST DBTF IBT CFFO
JOWFTUJHBUFE <���>� 5IFSFJO UIF FNFSHFODF PG TJOHVMBSJUJFT
BOE BMTP PG NPNFOUVN EFQFOEFODF JO UIF PQUJNBM ESJWJOH
QPUFOUJBM NBLFT UIF TJUVBUJPO MFTT DMFBS�DVU UIBO UIBU GPVOE
JO UIF PWFSEBNQFE TJUVBUJPO� 3FDFOUMZ UIF NJOJNJ[BUJPO PG
UIF XPSL GPS UIF QBSUJDVMBS DBTF PG B $% DPOOFDUJPO JO UIF
VOEFSEBNQFE SFHJNF IBT CFFO JOWFTUJHBUFE <��> CVU UIF ESJW�
JOH JT PODF NPSF WFMPDJUZ�EFQFOEFOU� *O GBDU UIF EFSJWB�
UJPO PG UIF PQUJNBM DPOTFSWBUJWF ESJWJOH QPUFOUJBM 6(Y, U) UIBU
QSPWJEFT UIF NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL JO UIF VOEFSEBNQFE
TJUVBUJPO JT UP UIF CFTU PG PVS LOPXMFEHF BO PQFO RVFTUJPO�
"O BEWBODF JO UIJT EJSFDUJPO IBT CFFO BDDPNQMJTIFE CZ XPSL�
JOH PVU B NPNFOUVN�JOEFQFOEFOU QSPUPDPM UIBU BQQSPYJN�
BUFT UIF NPNFOUVN�EFQFOEFOU PQUJNBM QSPUPDPM GPS $% ESJW�
JOH <���>� 5IFSFJO UIF NPNFOUVN�EFQFOEFOU UFSNT PG UIF
BVYJMJBSZ )BNJMUPOJBO BSF SFNPWFE CZ DPNCJOJOH B WBSJBUJPOBM
NFUIPE XJUI B HBVHF USBOTGPSNBUJPO�

*O UIF PWFSEBNQFE MJNJU UIF HFOFSBM QSPCMFN GPS UIF
PQUJNJ[BUJPO PG UIF NFBO XPSL QFSGPSNFE EVSJOH UIF DPO�
OFDUJPO CFUXFFO BSCJUSBSZ TUBUFT IBT BMTP CFFO TPMWFE JO UIF
'1 GSBNFXPSL <��� ���>� 4QFDJàDBMMZ UIF TUBSUJOH QPJOU

�� /PUF UIBU UIF àSTU QSJODJQMF TUBUFT UIBU ⟨2⟩+ ⟨8⟩=∆6� "T UIF JOJUJBM BOE
àOBM TUBUFT PG UIF 445 BSF àYFE ∆6 JT BMTP àYFE BOE NJOJNJ[JOH ⟨8⟩ UIVT
FOUBJMT NJOJNJ[JOH −⟨2⟩ J�F� UIF BWFSBHF IFBU SFMFBTFE UP UIF UIFSNBM CBUI�
�� 5IF BVUIPST BEESFTTFE UIF SFHVMBSJ[BUJPO PG UIFTF EJTDPOUJOVJUJFT CZ JOUSP�
EVDJOH B QFOBMUZ GPS UIF DVSSFOU BDDFMFSBUJPO <��>� " EJGGFSFOU ATVSHFSZ� QSP�
DFEVSF XIJDI BMTP JOUSPEVDFT CPVOEBSZ MBZFST IBT CFFO DPOTJEFSFE UP BWPJE
UIFTF KVNQT <��>�

��
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JT UIF '1 FRVBUJPO GPS UIF QSPCBCJMJUZ EFOTJUZ ρ(Y, U) XSJU�
UFO BT B DPOUJOVJUZ FRVBUJPO FRVBUJPO 	��B
� 4UJMM UIF NBJO
SPMF JT QMBZFE CZ UIF DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPO JOUSPEVDFE JO
FRVBUJPO 	��
� .BLJOH VTF PG UIF NFUIPE PG DIBSBDUFSJTUJDT UIF
HFOFSBM SFTVMUT GPS UIF PQUJNBM DPOOFDUJOH QPUFOUJBM PCUBJOFE
GSPN UIF -BOHFWJO FRVBUJPO <��> BSF SFDPWFSFE� )FSF XF HJWF
UIFNBJO SFTVMUT GPS EFSJWJOH UIFNJOJNVNXPSL BOE UIF BTTPDJ�
BUFE PQUJNBM QSPUPDPM�GPS B NPSF EFUBJMFE EFSJWBUJPO UIFSFPG
TFF BQQFOEJY %�

'PS B RVBTJ�TUBUJD QSPDFTT JO XIJDI UIF TZTUFN SFNBJOT BU
FRVJMJCSJVN GPS BMM UJNFT UIF BWFSBHF XPSL ⟨8⟩ FRVBMT UIF GSFF
FOFSHZ EJGGFSFODF ∆' CFUXFFO UIF àOBM BOE JOJUJBM TUBUFT� 'PS
B àOJUF�UJNF QSPDFTT UIF TFDPOE QSJODJQMF JNQMJFT ⟨8⟩>∆'
BOE UIF JSSFWFSTJCMF 	PS FYDFTT
 XPSL JT EFàOFE BT

8JSS ≡ ⟨8⟩−∆'" �. 	��


4UBSUJOH GSPN FRVBUJPO 	��
 GPS UIF NFBO XPSL SFQFBUFE VTF
PG JOUFHSBUJPO CZ QBSUT BOE UIF '1 FRVBUJPO MFBET UP

8JSS =

ˆ UG

�
EU1JSS(U), 	��B


1JSS(U) = γ

ˆ +∞

−∞
EYW�(Y, U)ρ(Y, U)" �, 	��C


J�F� 1JSS TUBOET GPS UIF JSSFWFSTJCMF QPXFS JO UIF DPOTJEFSFE
àOJUF�UJNF QSPDFTT BOE W JT HJWFO JO 	��C
� /PUF UIBU DPO�
TJTUFOUMZ XJUI PVS EJTDVTTJPO BCPWF 8JSS 	PS 1JSS
 WBOJTIFT
GPS B SFWFSTJCMF QSPDFTT POMZ� W(Y, U) UIFO JEFOUJDBMMZ FRVBMT
[FSP�BOE UIVT UIF 1%' IBT UIF FRVJMJCSJVN TIBQF ρ(Y, U)∝
F−β6(Y,U)�GPS BMM 	Y U
�

5IF QSPCMFN PG NJOJNJ[JOH UIF BWFSBHF XPSL ⟨8⟩ JT UIFO
FRVJWBMFOU UP àOEJOH UIF àFMET ρ(Y, U) BOE W(Y, U) TVDI UIBU8JSS

CFDPNFT NJOJNVN XIJMF WFSJGZJOH UIF '1 FRVBUJPO 	��B
�
5IJT DBO CF EPOF CZ FNQMPZJOH UIF NFUIPE PG -BHSBOHF NVM�
UJQMJFST JOUSPEVDJOH BO BVYJMJBSZ àFME ψ(Y, U) BOE TFFLJOH UIF
VODPOTUSBJOFE NJOJNVN PG

+[ρ,W,ψ]≡
ˆ UG

�
EU
ˆ +∞

−∞
EY-, -= W�ρ+ψ [∂Uρ+ ∂Y(ρW)] .

	��

5IF &VMFSm-BHSBOHF FRVBUJPOT GPS UIJT QSPCMFN SFBE

∂Uψ+ W∂Yψ = W�, ∂Yψ = �W, 	��


QMVT FRVBUJPO 	��B
� $PNCJOJOH UIFN POF HFUT UIF DMPTFE
FRVBUJPO ∂Uψ+ �

� (∂Yψ)
� = � XIJDI JT OPUIJOH CVU UIF #VSHFST

FRVBUJPO GPS UIF BVYJMJBSZ àFME ψ(Y, U) <��>� &RVJWBMFOUMZ POF
NBZ XSJUF UIF #VSHFST FRVBUJPO JO UFSNT PG UIF WFMPDJUZ àFME
W(Y, U)

∂UW+ W∂YW= �. 	��


*O PSEFS UP àOE UIF PQUJNBM QSPàMFT GPS ρ(Y, U) BOE W(Y, U)�
OPUF UIBU UIF MBUUFS QSPWJEFT VT XJUI UIF ESJWJOH QPUFOUJBM
6(Y, U) UIF '1 FRVBUJPO 	��B
 BOE UIF #VSHFST FRVBUJPO 	��

NVTU CF TJNVMUBOFPVTMZ TPMWFE� 5IF TPMVUJPO JT

W= ϕ(Y− WU), 	��B


ρ(Y, U) =
ρJ(Y− WU)

�+ Uϕ ′(Y− WU)
, 	��C


XIFSF

ρJ(Y)≡ ρ(Y, U= �) 	��


JT UIF JOJUJBM EJTUSJCVUJPO BOE ϕ JT�GPS UIF UJNF CFJOH�BO
BSCJUSBSZ GVODUJPO�

5IF GVODUJPO ϕ(Y) JT EFUFSNJOFE CZ UIF TZTUFN SFBDIJOH UIF
UBSHFU EJTUSJCVUJPO BU UIF àOBM UJNF U= UG J�F� ρ(Y, UG) = ρG(Y)�
5IJT DPOEJUJPO JT FBTJFS UP JNQMFNFOU CZ FNQMPZJOH UIF DVNV�
MBUJWF EJTUSJCVUJPO JOUSPEVDFE JO FRVBUJPO 	��
� 4QFDJàDBMMZ UIF
JOJUJBM BOE àOBM DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPOTFJ,G DPSSFTQPOEJOH UP
UIF JOJUJBM BOE àOBM QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPOT ρJ,G BSF OFFEFE�
"GUFS EFàOJOH

Ξ(Y)≡ F−�
J (FG(Y)) , 	��


POF HFUT

ϕ(Y) =
Ξ−�(Y)− Y

UG
, 	��


XIFSF "−�(Y) TUBOET GPS UIF JOWFSTF GVODUJPO PG " J�F�
"−�("(Y)) = Y� /PUF UIBU àOEJOH ϕNBLFT JU QPTTJCMF UP PCUBJO
UIF ESJWJOH QPUFOUJBM NBLJOH VTF PG FRVBUJPO 	��B
 BOE UIF
EFàOJUJPO PG UIF WFMPDJUZ àFME W(Y, U) FRVBUJPO 	��C


∂Y6=−γW− L#5∂Y MOρ. 	��


5IF JSSFWFSTJCMF QPXFS PWFS UIF PQUJNBM QSPUPDPM JT TIPXO
UP CF

1∗
JSS =

γ

U�G

ˆ +∞

−∞
EYρJ(Y)

[
Ξ−�(Y)− Y

]�
. 	��


/PUF UIBU BT FNQIBTJ[FE CZ PVS OPUBUJPO UIF PQUJNBM JSSFWFST�
JCMF QPXFS EPFT OPU EFQFOE PO UJNF� JU JT B DPOTUBOU QSPQPS�
UJPOBM UP U−�

G � 5IF JSSFWFSTJCMF XPSL JNNFEJBUFMZ GPMMPXT

8∗
JSS = UG1∗

JSS =
γ

UG

ˆ +∞

−∞
EYρJ(Y)

[
Ξ−�(Y)− Y

]�
, 	��


XIJDI JT UIFO QSPQPSUJPOBM UP U−�
G � 2VJUF FYQFDUFEMZ JU WBO�

JTIFT JO UIF MJNJU UG →∞ XIFSF UIF PQUJNBM QSPDFTT UFOET UP
CF RVBTJ�TUBUJD�

*O HFOFSBM UIF PQUJNBM QPUFOUJBM TUFNNJOH GSPN UIF PQUJNBM
WFMPDJUZ àFME CZ FNQMPZJOH FRVBUJPO 	��C
 IBT EJTDPOUJOV�
JUJFT BU CPUI UIF JOJUJBM BOE àOBM UJNFT� 'PS UIF IBSNPOJD
DBTF UIJT BQQSPBDI MFBET UP UIF PQUJNBM DPOOFDUJPOT UIBU DBO
CF XPSLFE PVU CZ VTJOH TJNQMFS NFUIPET BT EFTDSJCFE JO
TFDUJPO ������ 'PS UIF HFOFSBM OPO�IBSNPOJD DBTF àOEJOH UIF
PQUJNBM ESJWJOH QPUFOUJBM JO BO FYQMJDJU DMPTFE GPSN DBO POMZ
CF EPOF JO B GFX FYBNQMFT <��� ���>� 5IF NBJO EJGàDVMUZ
TUFNT GSPN UIF FYQSFTTJPO GPS UIF NBQQJOH Ξ(Y) EFàOFE JO
FRVBUJPO 	��
� POMZ JO TJNQMF DBTFT JT JU QPTTJCMF UP DBMDVMBUF
FYQMJDJUMZ UIF DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPOT FJ BOE FG BOE UP JOWFSU
FJ BOE DPNQPTF JU XJUI FG�

��
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5IF BCPWF EJGàDVMUJFT MJNJU UIF VTFGVMOFTT PG UIF FYBDU
PQUJNBM QSPUPDPM GPS QSBDUJDBM JNQMFNFOUBUJPOT� /PO�PQUJNBM
ESJWJOH QPUFOUJBMT CVU XJUI WBMVFT PG 8JSS DMPTF UP UIF PQUJNBM
POF XIJDI DBO CF FYQSFTTFE JO DMPTFE GPSN BOE EP OPU QSFTFOU
EJTDPOUJOVJUJFT DBO CF EFSJWFE XJUI UIF XFMEJOH QSPDFEVSF
JOUSPEVDFE JO <��>�TFF BMTP TFDUJPO ���� 5IFSFJO UIF BVUIPST
MPPL GPS UIF 	TVC
PQUJNBM DPOOFDUJPO CFMPOHJOH UP '' QSPUP�
DPMT UIBU MFBET UP NJOJNBM XPSL� 3FNBSLBCMZ TVDI B QSPUPDPM
DPOTFSWFT UIF QSPQFSUZ PG UIF HMPCBM PQUJNVN PG EFMJWFSJOH
XPSL BU DPOTUBOU QPXFS�

-JOFBS SFTQPOTF UIFPSZ <���> JT B TUBOEBSE GSBNFXPSL GPS
VOEFSTUBOEJOH OPOFRVJMJCSJVN áVDUVBUJPOT� *O GBDU UIF QSPC�
MFN BCPWF�J�F� PQUJNJ[BUJPO PG UIFNFBOXPSL QFSGPSNFE EVS�
JOH UIF DPOOFDUJPO CFUXFFO BSCJUSBSZ TUBUFT�IBT BMTP CFFO
BEESFTTFE VTJOH MJOFBS SFTQPOTF UIFPSZ <��� ���>� 4JWBL BOE
$SPPLT PCUBJOFE UIF PQUJNBM QSPUPDPM NJOJNJ[JOH UIF JSSFWFST�
JCMF XPSL JO UIF MJOFBS SFHJNF NBLJOH VTF PG JOGPSNBUJPO
HFPNFUSZ DPODFQUT�TFF TFDUJPO ��� GPS GVSUIFS EFUBJMT� 0ODF
NPSF UIJT BQQSPBDI MFBET UP BO PQUJNBM XPSL XJUI DPOTUBOU
QPXFS <���>� )PXFWFS UIF BTTVNQUJPO PG MJOFBS SFTQPOTF QSF�
WFOUT UIJT BOBMZTJT GSPN DBQUVSJOH UIF EJTDPOUJOVJUJFT PG UIF
PQUJNBM QPUFOUJBM BU UIF JOJUJBM BOE àOBM UJNFT� #POBOçB BOE
%FGGOFS EFFQFOFE JO UIF MJOFBS SFTQPOTF BQQSPBDI UIPSPVHIMZ
EJTDVTTJOH JUT SBOHF PG WBMJEJUZ BOE DPNQBSJOH JUT QSFEJDUJPOT
XJUI FYBDU SFTVMUT <���>�

���� 0QUJNJ[BUJPO PG PUIFS àHVSFT PG NFSJU

*O UIF QSFWJPVT TVCTFDUJPO XF IBWF HPOF PWFS UIF MJUFSBUVSF
SFMBUFE UP UIF PQUJNJ[BUJPO PG BWFSBHF XPSL� /POFUIFMFTT UIF
PQUJNBM BQQSPBDI JO UIF DPOUFYU PG 445 JT OPU MJNJUFE UP UIF
NJOJNJ[BUJPO PG UIF BWFSBHFXPSL� )FSFJO XF QSFTFOU EJGGFSFOU
TUVEJFT XIFSF UIF PQUJNJ[BUJPO PG PUIFS SFMFWBOU RVBOUJUJFT IBT
CFFO FYBNJOFE�

5IF NJOJNJ[BUJPO PG UIF TUBUJTUJDBM FSSPS PG UIF GSFF
FOFSHZ�BO FTUJNBUPS PG UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF GSFF
FOFSHZ PCUBJOFE BGUFS BWFSBHJOH PWFS B DFSUBJO OVNCFS PG JOEJ�
WJEVBM NFBTVSFNFOUT BOE UIF SFBM GSFF FOFSHZ DIBOHF�IBT
CFFO BEESFTTFE <���>� 4UVEZJOH UIJT RVBOUJUZ NBLFT JU QPT�
TJCMF UP FTUJNBUF UIF OVNCFS PG FYQFSJNFOUT OFFEFE UP BUUBJO B
DFSUBJO BDDVSBDZ XIFO QFSGPSNJOH GSFF FOFSHZ NFBTVSFNFOUT�
"OBMZUJDBM SFTVMUT BSF OPU BWBJMBCMF FWFO GPS TJNQMF 	IBSNPOJD

DBTFT CVU OVNFSJDBM PQUJNJ[BUJPO QSPWJEFT TUFQ�MJLF QSPUPDPMT
XJUI B TJHOJàDBOU SFEVDUJPO PG UIF TUBUJTUJDBM FSSPS� *OUFSFTU�
JOHMZ UIJT QSPCMFN JT JOUJNBUFMZ SFMBUFE UP UIF SFWFSTF QSP�
DFTT <��� ���>�

.JOJNJ[BUJPO PG UIF BWFSBHF XPSL DBSSJFT OP JOTJHIU PO
XPSL áVDUVBUJPOT� )FODF JOUFSFTU BSPTF JO UIF BOBMZTJT PG
BMUFSOBUJWF àHVSF PG NFSJU DPNCJOJOH JOGPSNBUJPO PG CPUI
BWFSBHF BOE áVDUVBUJPOT� 4PMPO BOE )PSPXJU[ TUVEJFE UIF NJO�
JNJ[BUJPO PG BO PCKFDUJWF GVODUJPO XIJDI JT B MJOFBS DPNCJOB�
UJPO PG UIF XPSL BWFSBHF ⟨8⟩ BOE UIF XPSL TUBOEBSE EFWJBUJPO
σ8  TQFDJàDBMMZ Jα = α⟨8⟩+(�−α)σ8 <���>� #Z WBSZJOH
UIF DPFGàDJFOU α GSPN � UP � UIF XFJHIU PG XPSL áVDUV�
BUJPOT 	NFBO XPSL
 JT SFEVDFE 	JODSFBTFE
 JO UIF TFBSDI PG UIF
PQUJNVN QSPUPDPM� 5IF OPUJPO PG 1BSFUP�PQUJNBM TPMVUJPOT JT
BQQMJFE UP DMBTTJGZ BMM QPTTJCMF PQUJNBM QSPUPDPMT� %VF UP UIF

NBUIFNBUJDBM DPNQMFYJUZ PG UIF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN UIJT JT
DBSSJFE PVU OVNFSJDBMMZ CZ UVOJOH UIF WBMVF PG UIF DPOUSPM JO B
àOJUF TFU PG UJNFT� " àSTU�PSEFS QIBTF USBOTJUJPO JT GPVOE XIFO
JMMVTUSBUJOH UIF PQUJNJ[BUJPO QSPDFEVSF BCPWF JO B RVBOUVN EPU�

5IF QIZTJDBM BQQSPBDI UP JOGPSNBUJPO BOE NFNPSZ TUPS�
BHF <���m���> NBZ BMTP HJWF SJTF UP PQUJNJ[BUJPO QSPCMFNT JO
UIF HFOFSBM GSBNFXPSL EFTDSJCFE JO UIJT SFWJFX� -BOEBVFS�T
QSJODJQMF TUBUFT UIF NJOJNVN IFBU DPTU FYIBVTUFE UP FSBTF POF
SBOEPN CJU TUPSFE JO B NFNPSZ EFWJDF <��� ���>� 4VDI B
CPVOE SFGFST UP B RVBTJTUBUJD QSPDFTT� 'JOJUF�UJNF QSPDFTTFT
IBWF CFFO DPOTJEFSFE BT XFMM QPTJOH OFX SFMFWBOU QSPCMFNT
OPU POMZ GSPN UIF UIFPSFUJDBM QPJOU PG WJFX CVU BMTP GSPN UIF
UFDIOPMPHJDBM POF XIFSF GBTU DPNQVUBUJPOBM PQFSBUJPOT XJUI
NFNPSZ EFWJDFT BSF OFDFTTBSZ <���m���>�

"MM QSFWJPVT JOTUBODFT CFMPOH JO UIF PQUJNJ[BUJPO PG FOFS�
HFUJD PCTFSWBCMFT� 3FNBSLBCMZ PQUJNBM QSPCMFNT JOWPMWJOH
UJNF IBWF BMTP CFFO JOWFTUJHBUFE� 5IF NJOJNJ[BUJPO PG UJNF
SFMBUFE PCTFSWBCMFT JT DMPTFMZ MJOLFE UP JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ
DPODFQUT BOE UIF TP�DBMMFE TQFFE MJNJUT XIJDI BSF EJTDVTTFE
JO TFDUJPO ���� #FMPX XF CSJFáZ SFQPSU TPNF SFTVMUT UIBU IBWF
CFFO PCUBJOFE PVUTJEF UIF HFOFSBM GSBNFXPSL PG JOGPSNBUJPO
HFPNFUSZ JEFBT�

5IF PQUJNBM TUBUJD FYUFSOBM QPUFOUJBM SFRVJSFE UP NJOJNJ[F
UIF FTDBQF UJNF τ PG B #SPXOJBO QBSUJDMF DPOàOFE JO B CPY IBT
CFFO JOWFTUJHBUFE <��� ���>� 5IF FTDBQF UJNF JT EFàOFE IFSF
BT UIF NFBO àSTU QBTTBHF UJNF UP UIF FOE PG UIF CPY BOE JU JT
DPOTJEFSFE UIBU UIF FYUFSOBM QPUFOUJBM EPFT OPU JOUSPEVDF BOZ
CJBT CFUXFFO UIF TUBSUJOH BOE àOBM QPJOUT� 3BUIFS TVSQSJTJOHMZ
JO UIF PWFSEBNQFE SFHJNF UIF FTDBQF UJNF DBO BQQSPBDI [FSP
BSCJUSBSJMZ DMPTF <���> XIJDI SFRVJSFT EJWFSHFOU BOE TUSPOHMZ
ATRVFF[JOH� QPUFOUJBMT <��� ���>� )PXFWFS XIFO TPNF DPO�
TUSBJOUT BSF DPOTJEFSFE 	F�H� UIF NBYJNBM QPUFOUJBM EJGGFSFODF JT
CFMPX B DFSUBJO UISFTIPME ∆6
 BO FYQSFTTJPO XIJDI SFNJOET
)FJTFOCFSH�T UJNF�FOFSHZ VODFSUBJOUZ QSJODJQMF JT PCUBJOFE
τPQU∆6= DPOTU� 3FMBUFE UP UIJT UIF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN GPS
UIF TUBUJD FYUFSOBM QPUFOUJBM NJOJNJ[JOH UIF àSTU QBTTBHF UJNF
UP B DFSUBJO UBSHFU EJTUSJCVUFE BDDPSEJOH UP B DFSUBJO TZNNFU�
SJD QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO XJUI SFTQFDU UIF JOJUJBM QPTJUJPO IBT
CFFO BMTP XPSLFE PVU <���>� 0O B EJGGFSFOU OPUF JO UIF DPO�
UFYU PG TUPDIBTUJD SFTFUUJOH PQUJNBM àSTU QBTTBHF UJNF JT B IPU
UPQJD <�� ���m���>� 6TVBMMZ JO UIPTF TUVEJFT UIF FYUFSOBM
QPUFOUJBM JT àYFE BOE UIF SFTFUUJOH SBUF JT UIF PCKFDU UIBU QMBZT
UIF SPMF PG UIF FYUFSOBM DPOUSPM�

"OPUIFS SFMFWBOU UJNF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN JT UIF NJOJN�
J[BUJPO PG UIF DPOOFDUJPO UJNF CFUXFFO UIF JOJUJBM BOE UBSHFU
TUBUFT� 'PS UIF 445 CFUXFFO FRVJMJCSJVN TUBUFT UIF NJO�
JNVN DPOOFDUJPO UJNF JT [FSP GPS UIF VODPOTUSBJOFE QSPCMFN�
TJNJMBSMZ UP UIF TJUVBUJPO EFTDSJCFE BCPWF GPS UIF FTDBQF UJNF
PG UIF #SPXOJBO QBSUJDMF� " EJGGFSFOU TJUVBUJPO BSJTFT XIFO UIF
DPOOFDUJPO QSPCMFN IBT BEEJUJPOBM SFTUSJDUJPOT GPS FYBNQMF
XIFO UIF QSPUPDPM IBT UP CF BEJBCBUJD JO UIF UIFSNPEZOBNJD
TFOTF PG [FSP BWFSBHF IFBU� 5IFSFJO UIF BEJBCBUJD DPOTUSBJOU
UPHFUIFS XJUI UIF TFDPOE QSJODJQMF HJWFT SJTF UP UIF FNFS�
HFODF PG B TQFFE MJNJU J�F� UIF FNFSHFODF PG B NJOJNVN UJNF
GPS UIF BEJBCBUJD DPOOFDUJPO <��>� *O HFOFSBM UIF JOTUBOUBO�
FPVT BEJBCBU EPFT OPU FYJTU BOE NPSFPWFS UIFSF BQQFBS GPS�
CJEEFO SFHJPOT CFZPOE UIF RVBTJ�TUBUJD DVSWF 5�/κ= DPOTU BU

��
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XIJDI UIF NJOJNVN DPOOFDUJPO UJNF EJWFSHFT�BT EJTDVTTFE
JO TFDUJPO ���� "OPUIFS QSPCMFN JO XIJDI B OPO�WBOJTIJOH
NJOJNVN DPOOFDUJPO UJNF FNFSHFT JT UIF UIFSNBM CBUI FOHJO�
FFSJOH PG IBSNPOJDBMMZ DPOàOFE #SPXOJBO QBSUJDMFT <���>�
5IFSFJO UIF SFTUSJDUJPO DPNFT GSPN UIF CBUI UFNQFSBUVSF CFJOH
CPVOEFE�JO B DFSUBJO JOUFSWBM GSPN B QSBDUJDBM QPJOU PG WJFX
BOE UP OPO�OFHBUJWF WBMVFT GSPN B GVOEBNFOUBM QPJOU PG WJFX�
5IF PQUJNBM QSPUPDPM J�F� UIF CSBDIJTUPDISPOF JT PG CBOH�CBOH
UZQF BOE DPNQSJTFT BT NBOZ CBOHT BT UIF EJNFOTJPO PG UIF TZT�
UFN XJUI UIF UFNQFSBUVSF BMUFSOBUJOH CFUXFFO JUT NBYJNVN
BOE NJOJNVN WBMVF� "T B DPOTFRVFODF UIF NJOJNVN DPOOFD�
UJPO UJNF JODSFBTFT XJUI UIF EJNFOTJPO PG UIF TZTUFN E FWFO
GPS TQIFSJDBMMZ TZNNFUSJD DPOàOFNFOU�

���� *OGPSNBUJPO UIFSNPEZOBNJDT BOE TQFFE MJNJUT

*O UIF QSFWJPVT TFDUJPOT XF IBWF EJTDVTTFE UIF PQUJNJ[BUJPO
PG UIF XPSL BOE PUIFS àHVSFT PG NFSJU PWFS 445 QSPUPDPMT�
JODMVEJOH UIF NJOJNJ[BUJPO PG UIF DPOOFDUJPO UJNF GPS TPNF
TQFDJàD TJUVBUJPOT� )FSF XF GPDVT PO UIF FNFSHFODF PG UIF
TP�DBMMFE DMBTTJDBM TQFFE MJNJUT XIJDI BSF DMPTFMZ SFMBUFE UP
JOGPSNBUJPO UIFSNPEZOBNJDT DPODFQUT BOE UIFJS SFMFWBODF JO
UIF DPOUFYU PG 445�

5IF BDDFMFSBUJPO PG UIF DPOOFDUJPO FOUBJMFE CZ 445 QSPUP�
DPMT DPNFT BU B QSJDF� GPS FYBNQMF XF IBWF BMSFBEZ EJTDVTTFE
UIBU UIFSF BQQFBST B OPO�WBOJTIJOH JSSFWFSTJCMF DPOUSJCVUJPO UP
UIF BWFSBHF XPSL XIJDI POMZ WBOJTIFT GPS JOàOJUF DPOOFD�
UJPO UJNF GPS UIF 445 DPOOFDUJOH FRVJMJCSJVN TUBUFT BU DPO�
TUBOU UFNQFSBUVSF� *O GBDU UIF NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL BT
HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 JT QSPQPSUJPOBM UP U−�

G BOE UIFO CMPXT
VQ GPS WFSZ TIPSU DPOOFDUJOH UJNFT� 5IFSFGPSF B OBUVSBM RVFT�
UJPO BSJTFT XIFUIFS PS OPU UIFSF FYJTUT B TQFFE MJNJU GPS 445
J�F� B NJOJNVN WBMVF GPS UIF DPOOFDUJPO UJNF UG�

5IF FYJTUFODF PG B TQFFE MJNJU JO UIF DPOUFYU PG RVBOUVN
NFDIBOJDT EBUFT CBDL UP UIF ����T <���>� *U JT SFMBUFE UP UIF
UJNF�FOFSHZ VODFSUBJOUZ SFMBUJPO� GPS SFWJFX PG UIF TVCKFDU
TFF <���>� 5IF TJNQMFTU TJUVBUJPO JT UIBU PG UIF UJNF FWPMV�
UJPO PG B QVSF TUBUF JO B DPOTFSWBUJWF TZTUFN� *O UIJT DBTF
UIFSF BQQFBS UXP JOFRVBMJUJFT GPS UIF UJNF UG OFDFTTBSZ UP
FWPMWF GSPN BO JOJUJBM TUBUF |ψ(�)⟩ UP BO PSUIPHPOBM UBSHFU TUBUF
|ψ(UG)⟩ ⟨ψ(�)|ψ(UG)⟩= �� 'JSTU UIF .BOEFMTUBNNm5BNN
CPVOE <���> UG∆)" π!/� BOE TFDPOE UIF .BSHPMVTm
-FWJUJO CPVOE <���> UG⟨)⟩" π!/�� *O UIFTF FYQSFTTJPOT ⟨)⟩
BOE ∆) BSF UIF 	UJNF�JOEFQFOEFOU
 FYQFDUBUJPO WBMVF BOE
TUBOEBSE EFWJBUJPO PG UIF FOFSHZ SFTQFDUJWFMZ� *O GBDU JU IBT
CFFO QSPWFO UIBU UIF DPNCJOBUJPO PG UIF .BOEFMTUBNNm5BNN
BOE.BSHPMVTm-FWJUJO JOFRVBMJUJFT HJWFT UIF UJHIUFTU CPVOE GPS
UG <���> J�F�

UG "NBY
(

π!
�∆)

,
π!
�⟨)⟩

)
. 	��


5IJT JOFRVBMJUZ FYQSFTTFT UIF FYJTUFODF PG B OBUVSBM UJNF TDBMF
XIJDI DBOOPU CF CFBUFO GPS UIF FWPMVUJPO PG B RVBOUVN TZTUFN
XJUI UJNF�JOEFQFOEFOU )BNJMUPOJBO )�

*O TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT POMZ NPSF SFDFOUMZ UIF QPTTJCMF
FYJTUFODF PG JOFRVBMJUJFT SFTFNCMJOH UIF RVBOUVN UJNF�FOFSHZ
VODFSUBJOUZ SFMBUJPO�BOE UIF QPTTJCMF BTTPDJBUFE FNFSHFODF

PG B TQFFE MJNJU�IBT CFFO JOWFTUJHBUFE <�� �� ��� ���
���m���>� 0OF PG UIF àSTU EFSJWBUJPOT PG BO JOFRVBMJUZ GPS UIF
DPOOFDUJPO UJNF JT QSPCBCMZ UIBU PG <���> XJUIJO UIF MJOFBS
SFTQPOTF SFHJNF� 'PS B SFWJFX PG UIFTF JEFBT TFF <���>� -FU
VT DPOTJEFS B HFOFSBM TZTUFN XJUI DPOUSPM GVODUJPOT λ(U) BOE
B QSPUPDPM UIBU ESJWFT UIF TZTUFN GSPN BO JOJUJBM TUBUF XJUI
λ(U= �) = λJ UP UIF UBSHFU TUBUF XJUIλ(UG) = λG� UIF JOJUJBM BOE
àOBM TUBUFTNVTU CF DMPTF FOPVHI JO PSEFS UP VTF MJOFBS SFTQPOTF
UIFPSZ� 5IF JSSFWFSTJCMF QPXFS DBO CF XSJUUFO BT B CJMJOFBS
GVODUJPO PG UIF UJNF EFSJWBUJWF PG UIF DPOUSPM GVODUJPOT λ(U)
XJUI DPFGàDJFOUT QSPWJEFE CZ UIF�QPTJUJWF EFàOJUF�GSJDUJPO
UFOTPS ζ(λ)

1JSS(U) =
Eλ5(U)
EU

· ζ(λ(U)) · Eλ(U)
EU

, 	��


XIFSF UIF TVQFSJOEFY 5 TUBOET GPS USBOTQPTF� 5IJT FYQSFTTJPO
OBUVSBMMZ JOUSPEVDFT B NFUSJD JO UIF QSPCMFN BOE JO GBDU B TUBU�
JTUJDBM MFOHUI LMJO

�� JT EFàOFE BT

LMJO =

ˆ UG

�
EU
√
1JSS(U). 	��


5IJT MFOHUI TPNFIPX NFBTVSFT UIF EJTUBODF TXFQU CZ UIF TZT�
UFN JO QBSBNFUFS TQBDF BMPOH UIF 445 QBUI GSPN UIF JOJUJBM
UP UIF UBSHFU TUBUF� 5IF DPOOFDUJPO UJNF UG BOE UIF JSSFWFSTJCMF
XPSL8JSS BSF TIPXO UP WFSJGZ UIF JOFRVBMJUZ

UG8JSS " L�
MJO. 	��


5IF FRVBMJUZ POMZ IPMET XIFO 1JSS JT DPOTUBOU BT JU XBT GPS UIF
QSPUPDPM UIBU NJOJNJ[FT UIF JSSFWFSTJCMF XPSL�CVU OPUF UIBU
FRVBUJPO 	��
 IPMET GPS BSCJUSBSZ JOJUJBM BOE àOBM FRVJMJCSJVN
TUBUFT OPU OFDFTTBSJMZ DMPTF BOE UIVT JU JT OPU SFTUSJDUFE UP MJO�
FBS SFTQPOTF���

4QFFE MJNJUT IBWF CFFO EJTDVTTFE JO B CSPBEFS DPOUFYU CFZ�
POE UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF <�� �� ��� ���m��� ���
���>� )FSF XF GPDVT PO QSPDFTTFT UIBU JOWPMWF B OFU USBOTGPSN�
BUJPO PG TUBUFT� GPS UJNF�QFSJPEJD PS TUBUJPOBSZ QSPDFTTFT UIFSF
BSF TQFDJàD JOFRVBMJUJFT TIPXJOH UIBU UIF FOUSPQZ QSPEVDUJPO
SBUF CPVOET UIF SBUF BU XIJDI QIZTJDBM QSPDFTTFT DBO CF DBSSJFE
PVU <���>�XIJDI IBT CFFO FYQFSJNFOUBMMZ DIFDLFE <���>� 0O
UIF POF IBOE UIF àSTU SFTVMUT XFSF EFSJWFE VOEFS UIF BTTVNQ�
UJPO PG .BSLPWJBO EZOBNJDT <��� ���> BOE BSF UIVT SFTUSJD�
UFE UP TZTUFN XJUI EZOBNJDT EFTDSJCFE CZ NBTUFS GPS EJTDSFUF
WBSJBCMFT BOE '1 	PS -BOHFWJO
 FRVBUJPOT GPS DPOUJOVPVT WBSJ�
BCMFT� 0O UIF PUIFS IBOE BQQSPBDIFT CBTFE PO JOGPSNBUJPO
HFPNFUSZ DPODFQUT IPME GPS HFOFSBM EZOBNJDT <��� ���> OPU
OFDFTTBSJMZ .BSLPWJBO� ,FZ UP UIF MBUUFS SFTVMUT JT UIF 'JTIFS
JOGPSNBUJPO *	U


*(U)≡
〈
(∂U MOρ)

�
〉
=

ˆ
EY

(∂Uρ(Y, U))
�

ρ(Y, U)
, 	��


�� 5IF TVCJOEFY AMJO� TUSFTTFT UIBU UIJT EFàOJUJPO PG TUBUJTUJDBM MFOHUI JT WBMJE
JO MJOFBS SFTQPOTF TFF CFMPX GPS B NPSF HFOFSBM EFàOJUJPO CBTFE PO UIF 'JTIFS
JOGPSNBUJPO�
�� " QFSUVSCBUJWF BQQSPBDI UP TPMWF UIF '1 FRVBUJPO IBT CFFO JOUSPEVDFE XJUI
UIF BJN PG FYUFOEJOH UIF SBOHF PG WBMJEJUZ PG 4JWBL BOE $SPPL�T SFTVMUT <���>�

��
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XIJDI JT UIF DVSWBUVSF PG UIF ,VMMCBDLm-FJCMFS EJWFSHFODF
ˆ
EYρ(Y, U+ EU) MO

[
ρ(Y, U+ EU)
ρ(Y, U)

]
=

�
�
(EU)�*(U)+0(EU)�.

	��

5IF 'JTIFS JOGPSNBUJPO DBO CF DPOOFDUFE XJUI FOUSPQZ QSP�
EVDUJPO BOE UIF TP�DBMMFE UIFSNPEZOBNJD VODFSUBJOUZ SFMB�
UJPOT <��� ��� ��� ���> BOE JU JT EJSFDUMZ MJOLFE XJUI UIF
UIFSNPEZOBNJD MFOHUI L àSTU JOUSPEVDFE JO UIF ����T <���m
���>� 'PS FRVJMJCSJVN TZTUFNT UIJT SFMBUJPO XBT BEESFTTFE JO
B QJPOFFSJOH XPSL CZ $SPPLT <���> XIJDI TIPXFE UIBU

L=

ˆ UG

�
EU
√
*(U). 	��


/PUF UIBU JO HFOFSBM L ̸= LMJO�
"MTP SFMFWBOU UP PVS EJTDVTTJPO JT UIF EJWFSHFODF�BMTP

DBMMFE UIF UIFSNPEZOBNJD DPTU <���>�PG UIF QBUI

C =
�
�

ˆ UG

�
EU *(U). 	��


5IF $BVDIZm4DIXBS[ JOFRVBMJUZ NBLFT JU QPTTJCMF UP FTUBCMJTI
UIF GPMMPXJOH MPXFS CPVOE GPS UIF DPOOFDUJPO UJNF

�UG C " L�. 	��


*OUFSFTUJOHMZ FRVBUJPO 	��
 JT JNQMJDJUMZ XSJUUFO JO <���> <TFF
FRVBUJPO 	�
 UIFSFJO> BMUIPVHI JU IBT OPU CFFO FYQMJDJUMZ
TUBUFE BT FTUBCMJTIJOH B TQFFE MJNJU GPS àOJUF�UJNF 445 VOUJM
SFDFOUMZ�TFF <���> GPS UIF DBTF PG .BSLPWJBO EZOBNJDT BOE
<���> GPS BSCJUSBSZ EZOBNJDT� "U WBSJBODF XJUI UIF RVBOUVN
DBTF JU NVTU CF SFNBSLFE UIBU UIF UJHIUOFTT PG UIF CPVOE
JO FRVBUJPO 	��
 IBT OPU CFFO QSPWFO UP UIF CFTU PG PVS
LOPXMFEHF� *OEFFE FRVBUJPO 	��
 JT WBMJE GPS BO BSCJUSBSZ
EZOBNJDT�TFF <��> GPS BO BOBMZTJT UIFSFPG GPS HSBOVMBS áVJET
EFTDSJCFE BU UIF LJOFUJD MFWFM XIFSF UIF 1%' PCFZT UIF OPO�
MJOFBS 	JOFMBTUJD
 #PMU[NBOO FRVBUJPO�CVU UIFSF NBZ FYJTU B
MBSHFS CPVOE GPS UIF DPOOFDUJPO UJNF�

&RVBUJPOT 	��
 BOE 	��
 QSPWJEF VT XJUI UXP JOFRVBMJU�
JFT UIBU NVTU IPME JO 445� *O QSJODJQMF POF DPVME BSHVF
UIBU FRVBUJPO 	��
 XBT EFSJWFE VOEFS UIF GSBNFXPSL PG MJO�
FBS SFTQPOTF CVU JU JT B EJSFDU DPOTFRVFODF PG UIF EFàOJUJPO PG
JSSFWFSTJCMF XPSL BOE UIF $BVDIZm4DIXBS[ JOFRVBMJUZ�JU JT
MJOLJOH 1JSS(U) XJUI B 3JFNBOOJBO NFUSJD UIBU MJOFBS SFTQPOTF
FOTVSFT��� " DPNQBSJTPO CFUXFFO UIF QSFEJDUJPOT PG CPUI
JOFRVBMJUJFT GPS UIF IBSNPOJD DBTF JT HJWFO JO BQQFOEJY &�

�� #FZPOE FRVJMJCSJVN� DPOOFDUJOH /&44 PS
BSCJUSBSZ TUBUFT

*O UIF TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT DPOUFYU 445 IBWF CFFO NBJOMZ
FNQMPZFE UP DPOOFDU FRVJMJCSJVN TUBUFT <�� �� �� �� ��
�� ��m�� �� �� ��m��� ���>� 5IF BOBMZTJT PG BDDFMFSBUFE

�� 7FSZ SFDFOUMZ UIF HFPNFUSJD JEFBT JOUSPEVDFE JO <���> IBWF CFFO FYUFOEFE
CFZPOE MJOFBS SFTQPOTF <���>� 5IFSFJO JU IBT CFFO TIPXO UIBU GPS DPOOFDUJOH
FRVJMJCSJVN TUBUFT UIF QSPUPDPM UIBU NJOJNJ[FT UIF FOFSHFUJD DPTU DPSSFTQPOET
UP UIF HFPEFTJD QBUI�

DPOOFDUJPO CFUXFFO OPO�FRVJMJCSJVN TUFBEZ TUBUFT 	/&44T

IBT CFFO JOJUJBUFE JO <�� ���>� 5IF EFMBZ JO UIF FOHJOFFSJOH
PG 445 DPOOFDUJPOT CFUXFFO /&44T TUFNT GSPN TPNF EJGà�
DVMUJFT UIBU BSF JOIFSFOU UP UIF JOJUJBM BOE àOBM TUBUFT CFJOH OPO�
FRVJMJCSJVN BT FYQMBJOFE CFMPX�

'PS UIF TBLF PG DPODSFUFOFTT XF SFWJTJU UIF BMSFBEZ
BEESFTTFE QBSBEJHNBUJD FYBNQMF PG B DPMMPJEBM #SPXOJBO
QBSUJDMF USBQQFE JO B POF�EJNFOTJPOBM QPUFOUJBM 6(Y, U) BOE
JNNFSTFE JO B áVJE BU FRVJMJCSJVN XJUI UFNQFSBUVSF 5� *O UIF
PWFSEBNQFE SFHJNF UIF EJTUSJCVUJPO GVODUJPO ρ(Y, U) PCFZT UIF
'1 FRVBUJPO 	��
 BOE UIF UZQJDBM 445 QSPCMFN JT UIF DPOOFD�
UJPO CFUXFFO UXP FRVJMJCSJVN TUBUFT UIPTF DPSSFTQPOEJOH UP
UIF JOJUJBM QPUFOUJBM 6J(Y) BOE UIF UBSHFU POF 6G(Y)� "O BEWBOU�
BHF PG UIF FRVJMJCSJVN TJUVBUJPO JT PVS QFSGFDU LOPXMFEHF PG
UIF JOJUJBM BOE UBSHFU EJTUSJCVUJPOT ρJ(Y)∝ FYQ[−β6J(Y)] BOE
ρG(Y)∝ FYQ[−β6G(Y)]�

"O FTQFDJBMMZ TJNQMF DBTF JT UIBU PG IBSNPOJD DPOàOFNFOU
JO XIJDI UIF QPUFOUJBM 6(Y, U) JT IBSNPOJD GPS BMM UJNFT� "T
EFTDSJCFE JO TFDUJPO ��� UIF 1%' JT (BVTTJBO GPS BMM UJNFT
UIFSFJO BOE UIVT DPNQMFUFMZ EFUFSNJOFE CZ JUT BWFSBHF BOE
WBSJBODF�.PSFPWFS UIF FWPMVUJPO FRVBUJPOT PG UIF BWFSBHF BOE
WBSJBODF BSF BOBMZUJDBMMZ TPMWBCMF JO DMPTFE GPSN� 5IFSFGPSF
BMUIPVHI UIF JOUFSNFEJBUF TUBUFT CFUXFFO UIF JOJUJBM BOE UBSHFU
1%'T BSF JOEFFE OPO�FRVJMJCSJVN POFT 445 DPOOFDUJPOT DBO
CF FYBDUMZ XPSLFE PVU CPUI OPO�PQUJNBM <��> BOE PQUJNBM JO
TPNF TFOTF <�� ��m��>�BT BMSFBEZ BOBMZ[FE JO TFDUJPO ������

*O QSJODJQMF 445 NFUIPET BSF USBOTQPTBCMF UP TJUVBUJPOT JO
XIJDI UIF JOJUJBM BOE àOBM TUBUFT BSF /&44T JOTUFBE PG FRVJMJC�
SJVN TUBUFT� 4UJMM TPNF QSPCMFNT FNFSHF CFDBVTF UIFSF JT OPU
B HFOFSBM GPSN QMBZJOH UIF SPMF PG UIF DBOPOJDBM EJTUSJCVUJPO
GPS UIF 1%' DPSSFTQPOEJOH UP BOZ /&44� "T B DPOTFRVFODF
UIF JOJUJBM BOE UBSHFU TUBUFT BSF OPU QFSGFDUMZ LOPXO JO HFOFSBM�
UIJT DPOTUJUVUFT B àSTU MJNJUBUJPO GPS UIF DBUBMPHVF PG /&44 UIBU
DBO CF DPOTJEFSFE BT DBOEJEBUFT UP CF 445�DPOOFDUFE�

5IF 445 DPOOFDUJPO CFUXFFO UXP /&44 PG UIF #SPXOJBO
HZSBUPS JT UIF TVCKFDU PG TUVEZ JO <���>� 5IF #SPXOJBO HZS�
BUPS JT BO PWFSEBNQFE QBSUJDMF NPWJOH JO B UXP�EJNFOTJPOBM
QPUFOUJBM

6(Y, U) =
�
�
κY(U)Y� +

�
�
κZ(U)Z� + V(U)YZ, Y≡ (Y,Z), 	��


XIFSF κY BOE κZ BSF CPUI QPTJUJWF BOE κYκZ− V� > � JO PSEFS
UP IBWF B DPOàOJOH QPUFOUJBM� 5IF HZSBUPS JT DPVQMFE UP UXP
IFBU CBUIT XJUI UFNQFSBUVSFT 5Y BOE 5Z JO UIF Y BOE Z EJS�
FDUJPOT SFTQFDUJWFMZ� 5IF UXP�EJNFOTJPOBM QPTJUJPO Y JT B
.BSLPW QSPDFTT BOE UIF '1 FRVBUJPO GPS JUT 1%' ρ(Y, U) SFBET

γ∂Uρ= ∂Y (ρ∂Y6)+ ∂Z (ρ∂Z6)+ L#
(
5Y∂�

Yρ+ 5Z∂�
Zρ
)
. 	��


*G 5Y = 5Z BOE (κY,κZ,V) BSF UJNF�JOEFQFOEFOU QBSBNFUFST
UIF TUBUJPOBSZ TPMVUJPO PG UIJT '1 FRVBUJPO JT UIF DBOPOJDBM 1%'
BU UFNQFSBUVSF 5= 5Y = 5Z DPSSFTQPOEJOH UP UIF TUBUJD QPUFO�
UJBM6(Y)� *G 5Y ̸= 5Z UIF TUBUJPOBSZ TPMVUJPO PG UIJT '1 FRVBUJPO
DBO CF FYBDUMZ DPNQVUFE BOE JT (BVTTJBO BMUIPVHI JU EPFT OPU
IBWF UIF DBOPOJDBM TIBQF <���> BOE JOEVDFT B DVSSFOU XIJDI JT
SPUBUJPOBM�

5IF BQQSPBDI PG <���> JT RVJUF TJNJMBS UP UIBU PG <��> GPS UIF
FOHJOFFSFE TXJGU FRVJMJCSBUJPO PG B #SPXOJBO QBSUJDMF NPWJOH

��
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JO B POF�EJNFOTJPOBM IBSNPOJD QPUFOUJBM� " OPO�PQUJNBM 445
DPOOFDUJPO PG UXP /&44 PG UIF #SPXOJBO HZSBUPS DPSSFTQPOE�
JOH UP EJGGFSFOU WBMVFT PG UIF USJQMFU (κY,κZ,V) DBO CF CVJMU JO
B TJNQMF XBZ CFDBVTF UIF 1%' JT (BVTTJBO OPU POMZ JO UIF
JOJUJBM BOE UBSHFU TUBUFT CVU GPS BMM UJNFT� 5IFSFGPSF POF DBO
XSJUF

ρ(Y, U) =
F−

�
�ν�(U)Y�− �

�ν�(U)Z�−ν�(U)YZ

�π
[
ν�(U)ν�(U)− ν�

�(U)
]−�/�

. 	���


5IF GVODUJPOT ν(U)≡ (ν�(U),ν�(U),ν�(U)) PCFZ B DMPTFE TZTUFN
PG àSTU�PSEFS 0%&T JO XIJDI λ≡ (κY,κZ,V) QMBZ UIF SPMF PG
DPOUSPM GVODUJPOT BOE BQQFBS MJOFBSMZ� 5IVT UIF DPOUSPMT λ
DBO CF FYQMJDJUMZ XSJUUFO BT "(ν)+#(ν)ν̇ XIFSF " BOE #
BSF DFSUBJO GVODUJPOT PG ν�UIF FYBDU FYQSFTTJPO GPS XIJDI JT
OPU SFMFWBOU IFSF BOE DBO CF GPVOE JO <���>� *O UIJT XBZ UIF
AFRVJMJCSJVN TXJGU FRVJMJCSBUJPO� UFDIOJRVF JOUSPEVDFE JO <��>
JT HFOFSBMJ[FE UP UIF DPOOFDUJPO PG UXP /&44 UBLJOH BEWBOU�
BHF PG UIF TJNQMJDJUZ PG UIF NBUIFNBUJDBM QSPCMFN GPS UIF
#SPXOJBO HZSBUPS� "MUIPVHI UIF QSPCMFN JT UXP�EJNFOTJPOBM
BOE UIF JOJUJBM BOE UBSHFU TUBUFT BSF /&44 UIF NBJO DIBSBD�
UFSJTUJD GFBUVSFT UIBU GBDJMJUBUFT UIF 445 DPOOFDUJPO PG B IBS�
NPOJDBMMZ USBQQFE QBSUJDMF TUJMM IPME� QFSGFDU LOPXMFEHF PG UIF
JOJUJBM BOE UBSHFU EJTUSJCVUJPOT (BVTTJBOJUZ PG UIF 1%' GPS BMM
UJNFT BOE TJNQMF FOPVHI FWPMVUJPO FRVBUJPOT GPS UIF SFMFWBOU
WBSJBCMFT 	NBLJOH JU QPTTJCMF UP PCUBJO FYBDU BOBMZUJDBM TPMV�
UJPOT UIFSFPG
� *OUFSFTUJOHMZ UIF #SPXOJBO HZSBUPS IBT CFFO
VTFE UP CVJME B UIFSNPEZOBNJD DZDMF XIJDI JT TUVEJFE UISPVHI
UIF MFOT PG UIFSNPEZOBNJD HFPNFUSZ <���>� 5IJT SFQSFTFOUT BO
BMUFSOBUJWF QSPQPTBM UP UIPTF EFTDSJCFE JO TFDUJPO ��� GPS UIF
DPOTUSVDUJPO PG B NFTPTDPQJD IFBU FOHJOF�

"OPUIFS QIZTJDBM TJUVBUJPO JO XIJDI UIF 445 DPOOFDUJPO
CFUXFFO UXP /&44 IBT CFFO DPOTJEFSFE JT UIF VOJGPSNMZ
IFBUFE HSBOVMBS áVJE <��>� 5IJT DBTF JT NPSF JOWPMWFE UIBO
UIF #SPXOJBO HZSBUPS EVF UP UIF JOUSJOTJDBMMZ EJTTJQBUJWF DIBS�
BDUFS PG UIF EZOBNJDT� 5IF FWPMVUJPO FRVBUJPO GPS UIF 1%'
1(W, U) IBT UXP UFSNT� B EJGGVTJWF '1 UFSN TUFNNJOH GSPN UIF
TUPDIBTUJD GPSDJOH BOE BO JOFMBTUJD #PMU[NBOO DPMMJTJPO UFSN
XIJDI NBLFT UIF FWPMVUJPO FRVBUJPO OPO�MJOFBS JO UIF 1%'�

*O UIF MPOH�UJNF MJNJU UIF HSBOVMBS áVJE SFBDIFT B IPNP�
HFOFPVT /&44 EVF UP UIF CBMBODF�JO BWFSBHF�PG UIF FOFSHZ
MPTT JO DPMMJTJPOT BOE UIF FOFSHZ JOQVU CZ UIF BQQMJFE TUPDIBTUJD
GPSDJOH� &WFO GPS UIJT IPNPHFOFPVT /&44 UIF WFMPDJUZ 1%' JT
OPO�(BVTTJBO BOE UIVT JT OPU DPNQMFUFMZ DIBSBDUFSJ[FE CZ UIF
WBSJBODF�UIF HSBOVMBS 	LJOFUJD
 UFNQFSBUVSF� *O BEEJUJPO OPS
JT UIF WFMPDJUZ 1%' QFSGFDUMZ LOPXO� JU JT OFDFTTBSZ UP SFTPSU UP
BQQSPYJNBUF TDIFNFT LFFQJOH USBDL PG OPO�(BVTTJBOJUJFT UIBU
BSF FTTFOUJBM� 5IF TJNQMFTU XBZ PG EPJOH TP JT UISPVHI UIF TP�
DBMMFE àSTU 4POJOF BQQSPYJNBUJPO JO XIJDI UIF HSBOVMBS áVJE
JT BTTVNFE UP CF EFTDSJCFE CZ JUT HSBOVMBS 	LJOFUJD
 UFNQFSBU�
VSF 5 BOE UIF FYDFTT LVSUPTJT B� 	UIF GPVSUI DVNVMBOU PG UIF
WFMPDJUZ


1(W; U) =
F−X�

[
πW�5(U)

]E/�
[
�+ B�(U)4�

(
X�)] , X≡ W

W5(U)
.

	���


5IF UIFSNBM WFMPDJUZ W5 JT EFàOFE CZ W�5 ≡ �5/N JO UFSNT
PG UIF HSBOVMBS UFNQFSBUVSF BOE 4�(Y) = Y�/�− (E+ �)Y/�+
E(E+ �)/� JT UIF TFDPOE 4POJOF QPMZOPNJBM XIFSF E JT TQBDF
EJNFOTJPO�8JUIJO UIJT BQQSPYJNBUJPO UIF FWPMVUJPO FRVBUJPOT
PG 5 BOE B� DPOTUJUVUF B TZTUFN PG UXP DPVQMFE0%&4 JO XIJDI
UIF DPOUSPM GVODUJPO JT UIF JOUFOTJUZ PG UIF UIFSNPTUBU χ(U)� 5IF
QSPCMFN PG àOEJOH UIF QSPUPDPM UIBU NJOJNJ[FT UIF DPOOFDUJPO
UJNF CFUXFFO UXP /&44T DPSSFTQPOEJOH UP EJGGFSFOU WBMVFT PG
UIF ESJWJOH JOUFOTJUZ χJ BOE χG IBT CFFO BOBMZ[FE JO <��>�
5IJT DPOUSPM QSPCMFN JT BU àSTU OPO�USJWJBM TJODF UIF FWPM�
VUJPO FRVBUJPOT JO UIF 4POJOF BQQSPYJNBUJPO BSF OPO�MJOFBS
JO (5,B�) BOE UIFO OPU BOBMZUJDBMMZ TPMWBCMF� 4UJMM UIF DPOUSPM
GVODUJPO χ(U) FOUFST MJOFBSMZ JO UIF FWPMVUJPO FRVBUJPOT BOE
UIJT TJNQMJàFT UIF NBUIFNBUJDBM QSPCMFN� UIF PQUJNBM DPOUSPMT
BSF PG CBOH�CBOH UZQF� 5IBU JT UIF PQUJNBM DPOUSPM DPNQSJTFT
UXP UJNF�XJOEPXT JOTJEF FBDI PG UIFN χ(U) JT DPOTUBOU BOE
FRVBM UP FJUIFS JUT NBYJNVN QPTTJCMF WBMVF χNBY PS JUT NJO�
JNVN QPTTJCMF WBMVF χNJO XJUI POF TXJUDIJOH CFUXFFO UIFTF
FYUSFNF WBMVFT BU B DFSUBJO JOUFSNFEJBUF UJNF��� 'PS B GVMM�
QPXFS UIFSNPTUBU χNJO = � BOE χNBY =∞ UIF PQUJNBM DPO�
USPM QSPCMFN DBO CF FYBDUMZ TPMWFE�UIF CBOHT XJUI χNBY =∞
BSF JOTUBOUBOFPVT XIFSFBT UIF CBOHT XJUI χNJO = � DPSSFTQPOE
UP UJNF XJOEPXT XIFSF UIF HSBOVMBS áVJE GSFFMZ DPPMT� #PUI
UIF UIFSNPEZOBNJD MFOHUI BOE UIF JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ DPTU
DBO CF FWBMVBUFE PWFS UIF PQUJNBM QSPUPDPMT CFJOH DPOTJTUFOU
XJUI UIF SFDFOUMZ EFSJWFE HFOFSBM JOFRVBMJUJFT UIBU JNQPTF UIF
FYJTUFODF PG B TQFFE MJNJU GPS BSCJUSBSZ EZOBNJDT OPU OFDFTTBS�
JMZ .BSLPWJBO <��� ���>�TFF BMTP TFDUJPO ���� 5IF DBTF PG B
NPSF SFBMJTUJD UIFSNPTUBU XIFSF χNJO > � BOE χNBY <∞ IBT
CFFO BEESFTTFE JO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF <���>�

�� "QQMJDBUJPOT� IFBU FOHJOFT BOE CFZPOE

���� )FBU FOHJOFT

445 IBWF CFFO FNQMPZFE JO UIF MBTU EFDBEF UP EFTJHO JSSF�
WFSTJCMF IFBU�FOHJOFT <�� �� �� �� �� �� ��� ���m���>�
-PPTFMZ TQFBLJOH UIFTF IFBU FOHJOFT DBO CF DPOTJEFSFE BT UIF
NFTPTDPQJD DPVOUFSQBSUT PG UIF DMBTTJDBM NBDSPTDPQJD IFBU
FOHJOFT JO XIJDI UIF CSBODIFT PG UIF DPSSFTQPOEJOH DZDMF MBTU
GPS B àOJUF UJNF� /PUF UIBU XF GPDVT PO DMBTTJDBM IFBU FOHJOFT
EFTDSJCFE BU UIF NFTPTDPQJD MFWFM CZ OPOFRVJMJCSJVN DMBTTJDBM
TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT�UIFJS RVBOUVN DPVOUFSQBSUT BSF UIVT OPU
BEESFTTFE JO UIJT SFWJFX�

-FU VT HP CBDL UP UIF DPMMPJEBM QBSUJDMF USBQQFE JO B IBS�
NPOJD QPUFOUJBM PG TUJGGOFTT κ BOE JNNFSTFE JO B áVJE BU FRVJ�
MJCSJVNXJUI UFNQFSBUVSF 5 UIVT EFTDSJCFE CZ UIF 4NPMVDIPX�
TLJ FRVBUJPO 	��
� 3FDBMM UIBU CPUI UIF TUJGGOFTT PG UIF USBQ
BOE UIF CBUI UFNQFSBUVSF DBO CF UJNF�EFQFOEFOU XJUI UIFJS
UJNF�EFQFOEFODF CFJOH FYUFSOBMMZ DPOUSPMMFE� 5IJT TZTUFN

�� 'PS FWPMVUJPO FRVBUJPOT UIBU BSF MJOFBS CPUI JO UIF DPOUSPMT BOE JO UIF WBSJ�
BCMFT UIFSF FYJTU SJHPSPVT UIFPSFNT UIBU FOTVSF UIBU UIF PQUJNBM DPOUSPM JT PG
CBOHmCBOH UZQF XJUI O− � TXJUDIJOHT GPS B TZTUFNXJUI O WBSJBCMFT� 'PS FWPM�
VUJPO FRVBUJPOT UIBU BSF OPO�MJOFBS JO UIF WBSJBCMFT CVU MJOFBS JO UIF DPOUSPMT
1POUSZBHJO�T NBYJNVN QSJODJQMF JNQMJFT UIBU B TJNJMBS TJUVBUJPO JT FYQFDUFE
BOE TJODF IFSF O= � UIFSF JT POF TXJUDIJOH <��>�

��
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JT FYQFSJNFOUBMMZ SFBMJ[BCMF TFF GPS FYBNQMF <�� ���> GPS
FYQFSJNFOUBM JNQMFNFOUBUJPOT PG 4UJSMJOH�MJLF BOE $BSOPU�MJLF
DZDMFT SFTQFDUJWFMZ� .PSFPWFS TJODF JU IBT CFFO TIPXO UIBU
BDUJWF CBUIT DBO JO TPNF TJUVBUJPOT CF NBQQFE JOUP SFHVMBS
AQBTTJWF� CBUIT XJUI BO FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF UIF BQQSPBDI
CFMPX NBZ CF BMTP SFMFWBOU XJUIJO UIF DPOUFYU PG BDUJWF
#SPXOJBO IFBU FOHJOFT <��� ���>�

" EJGàDVMUZ BSJTFT JO UIF EFTJHOJOH PG UIFTF NFTPTDPQJD
IFBU FOHJOFT XIFO UIFZ JOWPMWF BT JT UIF DBTF PG UIF 0UUP PS
UIF $BSOPU DZDMFT BEJBCBUJD�JO UIF TFOTF PG [FSP IFBU OPU JO
UIF TFOTF PG JOàOJUFMZ TMPX FNQMPZFE CFGPSF <�>�CSBODIFT�
$PNQMFUF EFDPVQMJOH PG UIF TZTUFN GSPN UIF IFBU CBUI JT
OPU QPTTJCMF TJODF UIF JOUFSBDUJPO CFUXFFO UIF NFTPTDPQJD
PCKFDU�J�F� UIF #SPXOJBO QBSUJDMF�BOE UIF IFBU CBUI DBOOPU
CF TXJUDIFE PGG� *O BEEJUJPO [FSP�IFBU 	JO BWFSBHF áVDUVBUJPOT
BSF VOBWPJEBCMF
 BOE JTPFOUSPQJD QSPDFTTFT BSF OPU FRVJWBM�
FOU GPS àOJUF�UJNF QSPUPDPMT MJLF UIPTF JO 445� 5IJT NBLFT UIF
EFàOJUJPO PG BEJBCBUJD QSPDFTTFT B TVCUMF JTTVF JO UIF NFTP�
TDPQJD XPSME <�� �� �� �� ��� ���>�

*O B QJPOFFSJOH XPSL <���> 4DINJFEM BOE 4FJGFSU BOB�
MZ[FE BO JSSFWFSTJCMF $BSOPU�MJLF IFBU FOHJOF CVJMU PO BO
PWFSEBNQFE #SPXOJBO QBSUJDMF DPOàOFE JO B IBSNPOJD USBQ�
5IJT IFBU FOHJOF XPSLT DZDMJDBMMZ XJUI UXP JTPUIFSNBM BOE
UXP QTFVEPBEJBCBUJD CSBODIFT <���>�MJLF UIF PSJHJOBM $BSOPU
FOHJOF�UIBU DPOOFDUT FRVJMJCSJVN TUBUFT� )PXFWFS VOMJLF
XJUI UIF PSJHJOBM $BSOPU FOHJOF BMM UIF CSBODIFT BSF JSSFWFST�
JCMF� .PSF TQFDJàDBMMZ EVSJOH UIF IPU 	DPME
 JTPUIFSN UIF TZT�
UFN JT JO DPOUBDU XJUI B IFBU CBUI BU UFNQFSBUVSF 5I 	5D
 GPS B
DFSUBJO àOJUF UJNF UI 	UD
� *O UIF JOTUBOUBOFPVT QTFVEPBEJBCBUT
UIF UFNQFSBUVSF PG UIF TZTUFN TVEEFOMZ KVNQT GSPN 5I UP 5D
	PS WJDF WFSTB
 XIJMF LFFQJOH UIF QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO GPS
UIF QPTJUJPO PG UIF #SPXOJBO QBSUJDMF VODIBOHFE� 5IFSFGPSF
XIBU SFNBJOT DPOTUBOU PWFS UIF BEJBCBUT JT UIF DPOàHVSBUJPOBM
DPOUSJCVUJPO UP UIF FOUSPQZ PS FRVJWBMFOUZ UIF SBUJP 5/κ� "T
BMSFBEZ OPUFE JO <���> UIJT NFBOT UIBU UIFSF BQQFBST B OPO[FSP
IFBU�BOE B OPO[FSP FOUSPQZ JODSFNFOU�BMPOH UIF QTFVEPBE�
JBCBUJD CSBODIFT BTTPDJBUFE XJUI UIF JOTUBOUBOFPVT DIBOHF PG
UIF LJOFUJD DPOUSJCVUJPO UP UIF FOFSHZ� 5IJT JT UIF SFBTPO XIZ
XF UFSN UIFTF CSBODIFT QTFVEPBEJBCBUJD UP EJGGFSFOUJBUF UIFN
GSPN UIF BDUVBM BEJBCBUT PWFS XIJDI UIF IFBU WBOJTIFT JO BWFS�
BHF BT EFTDSJCFE CFMPX�

5IJT IFBU FOHJOF JT PQUJNJ[FE JO UIF GPMMPXJOH XBZ� LFFQ�
JOH UIF JTPUIFSN UJNFT UI BOE UD àYFE POF DBO NJOJNJ[F UIF
JSSFWFSTJCMF XPSL J�F� NBYJNJ[F UIF PVUQVU XPSL −8 	XIJDI
JT B GVODUJPO PG UI BOE UD
� "GUFSXBSET POF DBO NBYJNJ[F UIF
PVUQVU QPXFS 1=−8/(UI+ UD) BOE PCUBJO UIF DPSSFTQPOEJOH
FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS η∗ XIJDI SFBET

η44 =
�η$

�− η$
, 	���


XIFSF η$ JT $BSOPU�T FGàDJFODZ

η$ = �− 5D
5I

. 	���


5IF TUVEZ PG FGàDJFODZ BUNBYJNVNQPXFS JT B DMBTTJD QSPC�
MFN JO UIF àFME PG àOJUF�UJNF UIFSNPEZOBNJDT <�� ���m���>�

5IF TP�DBMMFE $VS[POm"IMCPSO FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS
JT

η$" = �−
√
5D
5I

, 	���


XIJDI XBT PCUBJOFE GPS BO FOEPSFWFSTJCMF IFBU FOHJOF <��>�
BO FOHJOF UIBU PQFSBUFT SFWFSTJCMZ CVU GPS UIF JSSFWFSTJCMF DPVQ�
MJOH UP UIF IFBU�CBUIT��� *U NVTU CF OPUFE UIBU FGàDJFODZ BU
NBYJNVN QPXFS JT B SBUIFS EFMJDBUF DPODFQU XIJDI JO HFOFSBM
EFQFOET PO UIF QBSBNFUFST XJUI SFTQFDU UP XIJDI UIF NBYJN�
J[BUJPO JT DBSSJFE PVU� 4UJMM FWFO JG OPU DPNQMFUFMZ HFOFSBM UIF
$VS[POm"IMCPSO WBMVF JT B RVJUF GSFRVFOU CPVOE GPS UIF FGà�
DJFODZ BU NBYJNVN QPXFS PG B XJEF SBOHF PG IFBU FOHJOFT�
*O GBDU η44 < η$" BMUIPVHI JO UIF MJNJU PG TNBMM UFNQFSBUVSF
EJGGFSFODF GPS XIJDI η$ ≪ � CPUI FGàDJFODJFT DPJODJEF VQ UP
TFDPOE PSEFS JO η$

η$" =
η

�
+
η�

�
+0(η�), η44 − η$" = 0(η�). 	���


/FWFSUIFMFTT UIF VOJWFSTBMJUZ PG UIF FGàDJFODZ BU NBYJNVN
QPXFS VQ UP RVBESBUJD PSEFS JO η$ JT RVJUF B HFOFSBM GFBUVSF <��
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���> XIJDI DBO CF TIPXO UP IPME
GPS IFBU FOHJOFT XJUI MFGUmSJHIU TZNNFUSZ 	TXJUDIJOH PG UIF
CBUIT FOUBJM BO JOWFSTJPO PG UIF áVYFT
 <���>� -FTT TUSJDU DPO�
EJUJPOT GPS UIJT VOJWFSTBMJUZ IBWF CFFO EFSJWFE JO <��� ���>
XIJDI BMTP BQQMZ UP IFBU FOHJOFT XJUIPVU MFGUmSJHIU TZNNFUSZ
TVDI BT UIF 'FZONBO SBUDIFU <���> PS UIF $VS[POm"IMCPSO
FOEPSFWFSTJCMF IFBU FOHJOF <��>� #FTJEFT UIJT LJOE PG VOJWFS�
TBMJUZ IBT CFFO FYUFOEFE UP PUIFS àHVSFT PG NFSJU CFZPOE UIF
NBYJNVN QPXFS SFHJNF <���>�

%JGGFSFOU WBSJBOUT PG UIJT $BSOPU�MJLF IFBU FOHJOF IBWF CFFO
JOWFTUJHBUFE JO UIF MJUFSBUVSF� )PMVCFD DPOTJEFSFE BO PWFS�
EBNQFE #SPXOJBO QBSUJDMF NPWJOH JO B MPH�IBSNPOJD QPUFO�
UJBM <���>� 5IF DZDMF JT FYBDUMZ UIF TBNF BT JO <���> XJUI
UXP PQUJNBM JTPUIFSNT BOE UXP JOTUBOUBOFPVT QTFVEPBEJBCBUT
BEBQUFE UP UIF EJGGFSFOU CJOEJOH QPUFOUJBM� 5IF FGàDJFODZ BU
NBYJNVN QPXFS BMTP BHSFFT XJUI η$" VQ UP TFDPOE PSEFS JO
η$� #P BOE $FMBOJ BOBMZ[FE B #SPXOJBO QBSUJDMF JNNFSTFE
JO B áVJE XJUI JOIPNPHFOFPVT UFNQFSBUVSF <��>� 5IF MJO�
FBS UFNQFSBUVSF QSPàMF NBLFT JU OFDFTTBSZ UP DPOTJEFS UIF
VOEFSEBNQFE EFTDSJQUJPO CFDBVTF PG UIF TP�DBMMFE FOUSPQJD
BOPNBMZ TUFNNJOH GSPN UIF UFNQFSBUVSF HSBEJFOU <���>� *O
UIJT XPSL UIF BVUIPST BMTP EFSJWF UIF DPOEJUJPO UP PCUBJO RVBTJ�
TUBUJD 	SFWFSTJCMF
 BEJBCBUJD CSBODIFT� 5�/κ JT UIF RVBOUJUZ UIBU
NVTU CF LFQU DPOTUBOU TFF TFDUJPO ����.BSUÎOF[ FU BM FNQMPZFE
UIFTF RVBTJTUBUJD BEJBCBUJD CSBODIFT UP SFBMJ[F FYQFSJNFOUBMMZ
BO JSSFWFSTJCMF $BSOPU�MJLF FOHJOF <��> XJUI B DIBSHFE DPM�
MPJEBM QBSUJDMF JNNFSTFE JO XBUFS BOE PQUJDBMMZ USBQQFE� 5IF
DIBSHF PG UIF QBSUJDMF BMMPXT GPS BEEJOH B OPJTZ FMFDUSPTUBUJD
GPSDF� JO UIJT XBZ UIF FGGFDUJWF UFNQFSBUVSF GFMU CZ UIF QBSUJDMF
DBO CF WBSJFE GSPN SPPN UFNQFSBUVSF UP UIPVTBOET PG LFMWJOT�
0WFS UIF ABEJBCBUT� UIFSF JT B OPO[FSP áVDUVBUJOH IFBU UIBU

�� " NJDSPTDPQJD UIFPSZ GPS UIF $VS[POm"IMCPSO DZDMF IBT CFFO QSP�
QPTFE <���>�

��
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'JHVSF �� 4LFUDI PG B $BSOPU DZDMF XJUI B PWFSEBNQFE IBSNPOJD PTDJMMBUPS� 5IF DZDMF JT NBEF CZ UXP JTPUIFSNBM CSBODIFT 	SFE MJOFT
 BOE
UXP BEJBCBUJD POFT 	HSFFO MJOFT
� 0O UIF POF IBOE JO UIF USBEJUJPOBM $BSOPU DZDMF 	UPQ QBOFM
 UIF TUBUFT BSF TXFQU RVBTJTUBUJDBMMZ BOE UIF
TZTUFN LFFQT BU FRVJMJCSJVN BU BMM UJNFT� 0O UIF PUIFS IBOE UIF PQUJNBM àOJUF�UJNF WFSTJPO 	CPUUPN QBOFM
 JOWPMWFT OPO�FRVJMJCSJVN
FWPMVUJPO CFUXFFO PQFSBUJPO FRVJMJCSJVN QPJOUT� 4FF <��> GPS GVSUIFS EFUBJMT�

NVTU CF UBLFO JOUP BDDPVOU XIFO EFàOJOH UIF FGàDJFODZ PG
TVDI BO FOHJOF� 5IF BVUIPST BOBMZ[FE UIF 1%' PG UIF FGà�
DJFODZ BT B GVODUJPO PG UIF OVNCFS PG DZDMFT BOE PCTFSWFE
UIF BQQFBSBODF PG TVQFS�$BSOPU FGàDJFODJFT FWFO GBS GSPN UIF
RVBTJTUBUJD SFHJNF� 5V BMTP JOWFTUJHBUFE B $BSOPU�MJLF FOHJOF
CVJMU XJUI B #SPXOJBO QBSUJDMF JO UIF VOEFSEBNQFE EFTDSJQ�
UJPO CVU XJUI UIF UFNQFSBUVSF PG UIF UIFSNBM CBUI CFJOH IPNP�
HFOFPVT <��>� 4VJUBCMF TIPSUDVUT BSF JOUSPEVDFE BMPOH UIF JTP�
UIFSNBM CSBODIFT XIFSFBT UIF #SPXOJBO QBSUJDMF JT EFDPVQMFE
GSPN UIF UIFSNBM CBUI BOE TVCNJUUFE UP B WFMPDJUZ�EFQFOEFOU
GPSDF EVSJOH UIF ABEJBCBUJD� CSBODIFT� #PUI UIF EFDPVQMJOH
GSPN UIF UIFSNBM CBUI BOE UIF WFMPDJUZ�EFQFOEFOU GPSDF MJNJU
UIF FYQFSJNFOUBM GFBTJCJMJUZ PG TVDI BO FOHJOF CVU NBLFT JU
QPTTJCMF UP FYBDUMZ EFSJWF UIF $VS[POm"IMCPSO WBMVF GPS UIF
FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS�

"T UIF EJTDVTTJPO BCPWF TVHHFTUT UIF DPOTUSVDUJPO PG UIF
BEJBCBUJD CSBODIFT PG UIF $BSOPU�MJLF FOHJOF JT B TVCUMF JTTVF�
1MBUB FU BM TIPXFE IPX UP CVJME àOJUF�UJNF BDUVBMMZ BEJBCBUJD�
JO UIF TFOTF PG [FSP BWFSBHF IFBU�CSBODIFT GPS BO PWFS�
EBNQFE #SPXOJBO QBSUJDMF USBQQFE JO BO BSCJUSBSZ OPOMJOFBS
QPUFOUJBM <��>�TFF BMTP TFDUJPOT ��� BOE ���� 'JHVSF � JMMVT�
USBUFT UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIF DMBTTJDBM RVBTJTUBUJD $BSOPU
DZDMF BOE JUT PQUJNBM àOJUF�UJNF DPVOUFSQBSU� /BLBNVSB FU BM
BMTP UIPSPVHIMZ TUVEJFE UIF BEJBCBUJD DPOOFDUJPO�BHBJO JO
UIF TFOTF PG [FSP BWFSBHF IFBU�GPS UIF TQFDJàD DBTF PG IBS�
NPOJD DPOàOFNFOU XJUIJO UIF VOEFSEBNQFE EFTDSJQUJPO PG
UIF EZOBNJDT <���>� &YUFOEJOH JEFBT PG UIF '' QSPUPDPM�
BMSFBEZ EJTDVTTFE JO TFDUJPO ��� UIFZ CVJMU B $BSOPU�MJLF IFBU
FOHJOF XJUI '' JTPUIFSNBM BOE BEJBCBUJD CSBODIFT� 0O UIF
POF IBOE TJNJMBSMZ UP UIF TJUVBUJPO JO <��> UIF FYUSB QPUFO�
UJBM DPOUBJOT UFSNT JOWPMWJOH UIF WFMPDJUZ� UIF FGàDJFODZ BU
NBYJNVN QPXFS UIFO FRVBMT UIF $VS[POm"IMCPSO CPVOE GPS
AXFBL EJTTJQBUJPO� 	JO UIF ATUSPOHMZ� VOEFSEBNQFE SFHJNF
�
0O UIF PUIFS IBOE GPS TUSPOH EJTTJQBUJPO 	JO UIF PWFSEBNQFE
MJNJU
 UIF FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS JT TNBMMFS UIBO η44 BT
HJWFO CZ 	���
� /BLBNVSB FU BM DMBJNFE UIBU UIF PWFSEBNQFE
BQQSPYJNBUJPO DBOOPU CF VTFE UP EFTDSJCF UIF GVMM DZDMF PG B
$BSOPU�MJLF TUPDIBTUJD IFBU FOHJOF� 4UJMM 1MBUB FU BM CVJMU BO

JSSFWFSTJCMF $BSOPU�MJLF FOHJOF XJUI BO PWFSEBNQFE DPMMPJEBM
QBSUJDMF USBQQFE JO B IBSNPOJD QPUFOUJBM <��>� 5IFNBJO OPWFMUZ
XJUI SFHBSE UP <���> JT UIF BVUIPST� FNQMPZJOH PG UIF àOJUF�UJNF
BEJBCBUJD CSBODIFT EFSJWFE JO <��> JOTUFBE PG UIF JOTUBOUBOFPVT
QTFVEPBEJBCBUT UIBU JOWPMWF B OPOWBOJTIJOH IFBU� *O BEEJUJPO
UP NJOJNVN XPSL 	NBYJNVN XPSL PVUQVU
 JTPUIFSNT NJO�
JNVN UJNF BEJBCBUT BSF FNQMPZFE UP DPOTUSVDU UIF $BSOPU�MJLF
DZDMF� 'VSUIFS PQUJNJ[BUJPO PG UIF DZDMF TIPXT UIBU UIF FGà�
DJFODZ BUNBYJNVNQPXFS PG UIJT PWFSEBNQFE$BSOPU�MJLF IFBU
FOHJOF JT WFSZ DMPTF UP UIF $VS[POm"IMCPSO WBMVF UISPVHIPVU
UIF XIPMF SBOHF PG UFNQFSBUVSF SBUJPT 5D/5I�

*U JT XPSUI NFOUJPOJOH UIBU TFWFSBM XPSLT IBWF BEESFTTFE
UIF QSPCMFN PG BUUBJOJOH UIF $BSOPU FGàDJFODZ BU àOJUF
QPXFS <��� ��� ���m���>� .PTUMZ BUUBJOJOH�PS FWFO
FYDFFEJOH <���>�$BSOPU�T FGàDJFODZ JT DPOOFDUFE XJUI UIF
BOUJBEJBCBUJD MJNJU PG JOàOJUFMZ GBTU USBOTGPSNBUJPOT <��� ���
��� ��� ���>� *O <���> XPSLJOH JO UIF TNBMM UFNQFSBUVSF
EJGGFSFODF SFHJNF UIJT IBT CFFO TIPXO UP CF DPOTJTUFOU XJUI
UIF USBEF�PGG SFMBUJPO CFUXFFO FGàDJFODZ BOE QPXFS SFDFOUMZ
EFSJWFE PO RVJUF HFOFSBM HSPVOET <���>�

0UIFS DZDMFT PG UIF 4UJSMJOH PS 0UUP UZQFT IBWF CFFO TUVE�
JFE JO UIF MJUFSBUVSF� *O GBDU UIF àSTU FYQFSJNFOUBM SFBMJ[B�
UJPO PG B NFTPTDPQJD IFBU FOHJOF XBT BDIJFWFE XJUI UIF 4UJSM�
JOH DZDMF <���> XIJDI DPNQSJTFT UXP JTPUIFSNBM BOE UXP
JTPDIPSJD CSBODIFT� " #SPXOJBO QBSUJDMF 	B TJOHMF NFMBNJOF
CFBE PG EJBNFUFS DMPTF UP �µN
 TVTQFOEFE JO XBUFS XBT
USBQQFE JO B UXP�EJNFOTJPOBM IBSNPOJD QPUFOUJBM DSFBUFE XJUI
PQUJDBM UXFF[FST� 5IF TUJGGOFTT PG UIF USBQ MJOFBSMZ WBSJFT XJUI
UJNF BMPOH UIF JTPUIFSNBM CSBODIFT XIFSFBT JU JT LFQU DPO�
TUBOU JO UIF BMNPTU JOTUBOUBOFPVT QSPDFTTFT UIBU DPOOFDU UIF
JTPUIFSNT�XIJDI BSF UIVT JTPDIPSJD UIF BWFSBHF XPSL WBO�
JTIFT� 5IF EFUFSNJOFE FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS JT XJUIJO
FYQFSJNFOUBM FSSPS JO BHSFFNFOU XJUI UIF $VS[POm"IMCPSO
WBMVF� 0QUJNBM QSPUPDPMT GPS UIF PWFSEBNQFE 4UJSMJOH FOHJOF
IBWF CFFO EFSJWFE JO <���> CZ B NBQQJOH UP BO PQUJNBM NBTT
USBOTQPSU QSPCMFN XJUI BO FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS
HJWFO CZ FRVBUJPO 	���
� "MTP 4UJSMJOH FOHJOFT XJUI BDUJWF
CBUIT IBWF CFFO JOWFTUJHBUFE <��� ���>� /PO�(BVTTJBOJUJFT

��
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TFFN UP CF SFTQPOTJCMF GPS UIF JNQSPWFE FGàDJFODZ�BT DPN�
QBSFE UP VTVBM FOHJOF XJUI OPO�BDUJWF CBUIT�PG UIF BDUJWF
FOHJOF BOBMZ[FE JO <���>� 4UJMM UIFTF SFTVMUT BSF DIBOHFE JG
B EJGGFSFOU EFàOJUJPO PG UIF UFNQFSBUVSF CBTFE PO UIF EJGGV�
TJPO DPOTUBOU PG UIF QBSUJDMF XJUIPVU BOZ FYUFSOBM QPUFOUJBM JT
FNQMPZFE <���>�

445 GPS UIF 0UUP DZDMF IBWF CFFO DPOTJEFSFE JO <��>� *O UIJT
QBQFS JU JT TIPXO UIBU UIF BDDFMFSBUFE DPOOFDUJPO JOUSJOTJD UP
445 EPFT OPU POMZ JODSFBTF QPXFS PVUQVU PG UIF FOHJOF CVU
BMTP NBZ JODSFBTF JUT FGàDJFODZ CPUI JO UIF RVBOUVN BOE UIF
DMBTTJDBM DBTF� "CBI FU BM GVSUIFS JOWFTUJHBUFE UIF RVBOUVN0UUP
FOHJOF FTUBCMJTIJOH UIF FOFSHFUJD DPTU PG ESJWJOH XJUI 445 BOE
àOEJOH UIBU UIF FGàDJFODZ BU NBYJNVN QPXFS JT WFSZ DMPTF UP
UIF $VS[POm"IMCPSO CPVOE <���>�

3FDFOUMZ UIF PQUJNJ[BUJPO PG RVJUF HFOFSBM IFBU FOHJOFT IBT
BMTP CFFO DPOTJEFSFE <��� ���m���>� *O <���> UIF DZDMF DPN�
QSJTFT UXP JTPUIFSNBM CSBODIFT DPOOFDUFE CZ UIF JOTUBOUBOFPVT
QTFVEPBEJBCBUT EFTDSJCFE BCPWF� 5IF ESJWJOH QPUFOUJBM UIBU
NJOJNJ[FT JSSFWFSTJCMF XPSL PS IFBU EJTTJQBUJPO JT PCUBJOFE
XIJDI JO SFMFWBOU DBTFT MFBET UP SFTVMUT QSFWJPVTMZ EFSJWFE JO
UIF GSBNFXPSL PG PQUJNBM NBTT USBOTQPSU <�� �� ���>�TFF
BMTP TFDUJPO � PG UIJT SFWJFX� *O <���> B WFSZ HFOFSBM DMBTT
PG NJDSPTDPQJD IFBU FOHJOFT ESJWFO CZ BSCJUSBSZ QFSJPEJD QSP�
UPDPMT PG UFNQFSBUVSF BOE NFDIBOJDBM DPOUSPM QBSBNFUFST JT
DPOTJEFSFE� 'PS TMPX ESJWJOH B VOJWFSTBM USBEF�PGG SFMBUJPO
CFUXFFO FGàDJFODZ BOE QPXFS IBT CFFO EFSJWFE CZ VTJOH UIFS�
NPEZOBNJD HFPNFUSZ BSHVNFOUT� *O <���> B TZTUFN JO DPO�
UBDU XJUI B IFBU CBUI XJUI BO BSCJUSBSZ UJNF�WBSZJOH QFSJPEJD
UFNQFSBUVSF QSPàMF JT TUVEJFE� 0QUJNBM DPOUSPM QSPUPDPMT UIBU
NBYJNJ[F QPXFS PS FGàDJFODZ BSF EFSJWFE� *O <���> B MJO�
FBS SFTQPOTF UIFPSZ GPS HFOFSJD (BVTTJBO IFBU FOHJOFT PCFZ�
JOH '1 EZOBNJDT JT EFWFMPQFE� *O UIJT DPOUFYU UIF TUSVDUVSF
PG UIF 0OTBHFS DPFGàDJFOUT JT JOWFTUJHBUFE JO EFUBJM� *O <���>
UIF GVMM TQBDF�XJUIJO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF�PG OPO�
FRVJMJCSJVN UIFSNPEZOBNJD DZDMFT JT FYQMPSFE � 5IFSFJO UIF
BVUIPST BMTP FNQMPZ JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ JEFBT GPS EFSJWJOH
BO VQQFS CPVOE GPS UIF FGàDJFODZ BOE CVJMEJOH àOJUF�UJNF IFBU
FOHJOFT UIBU PVUQFSGPSN�JO UFSNT PG FGàDJFODZ�PUIFS SFDFOU
QSPQPTBMT� *O <���> UIF TJNVMUBOFPVT PQUJNJ[BUJPO PG UIF BWFS�
BHF BOE UIF áVDUVBUJPO PG UIF FGàDJFODZ JO B àOJUF�UJNF $BSOPU
DZDMF IBT CFFO JOWFTUJHBUFE� 5IF BQQSPBDI JT BMTP CBTFE PO
JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ JEFBT BOE IPMET GPS TMPX ESJWJOH BOE
PWFS B DPBSTF�HSBJOFE UJNFTDBMF�

���� 0UIFS BQQMJDBUJPOT

5IF JEFB UP DPOUSPM UIF UJNF SFRVJSFE UP SFBDI B HJWFO USBOT�
GPSNBUJPO PS QFSGPSN B DFSUBJO UBTL IBT B SFTQFDUBCMF IJTUPSZ
JO UIF àFME PG FOHJOFFSJOH <���> XIFSF B DPNNPO TJUVBUJPO
JT UIBU QFSUBJOJOH UP DSBOF ESJWJOH 	USPMMFZ EJTQMBDFNFOU BOE
SPQF MFOHUI
� :FU UIF TJNJMBSJUJFT CFUXFFO TVDI B NBDSPTDPQJD
TZTUFN BOE UIF EZOBNJDBM FRVBUJPOT SVMJOH UIF USBOTQPSU PG
VMUSBDPME JPOT PS OFVUSBM BUPNT JO FGGFDUJWFMZ POF�EJNFOTJPOBM
USBQT XJUI UJNF�EFQFOEFOU DPOUSPMMBCMF QBSBNFUFST 	BT VTFE JO
BEWBODFT UPXBSET TDBMBCMF RVBOUVN�JOGPSNBUJPO QSPDFTTJOH

PQFOT UIF XBZ GPS B USBOTGFS PG NFUIPE CFUXFFO UIF UXP
àFMET <���>�

#FTJEFT 445 BMMPX UP DJSDVNWFOU TPNF TIPSUDPNJOHT PG
FYJTUJOH NBOJQVMBUJPO UFDIOJRVFT� *O QBSUJDVMBS PQUJDBM NBOJQ�
VMBUJPOT PG DPMMPJET BSF QMBHVFE CZ UIF JNQSBDUJDBMJUZ PG DSFBU�
JOH UJNF�EFQFOEFOU FYQVMTJWF DPOàOFNFOUT UIBU BSF SFRVJSFE
XIFO TFFLJOH UP EFDPOàOF B DPMMPJEBM TUBUF <�� ���>� 8IJMF
GFFECBDL QSPUPDPMT PGGFS B XBZ PVU <��> XF TFFL B QVSFMZ GFFE�
GPSXBSE UFDIOJRVF XJUIPVU BQQMZJOH BOZ SFUSPBDUJPO PO UIF
TZTUFN� 5BLJOH BEWBOUBHF PG EJGGVTJPQIPSFTJT J�F� UIF NJHSB�
UJPO PG DPMMPJET JOEVDFE CZ TPMVUF HSBEJFOUT POF DBO ESJWF UIF
TZTUFN CZ B QSPQFS UJNF�EFQFOEFOU DPOUSPM PG UIF TBMU DPODFO�
USBUJPO JO B CVGGFS JO DPOUBDU XJUI UIF TPMVUJPO� " GBTU EFDPN�
QSFTTJPO DBO UIFSFCZ CF BDIJFWFE <��> GSPN B KPJOU PQUJDBM BOE
EJGGVTJPQIPSFUJD ESJWJOH� 5P SFNBJO JO UIF àFME PG TPGU NBUUFS
B SFMBUFE QSPQPTBM PG ESJWJOH B CVML TZTUFN GSPN JUT CPVOE�
BSJFT XBT QVU GPSXBSE JO <���>� CZ NPOJUPSJOH UIF QPUFOUJBM
	PS UIF DIBSHF
 EJGGFSFODF CFUXFFO UIF UXP QMBUFT PG B OBOPDB�
QBDJUPS POF DBO BDDFMFSBUF TJHOJàDBOUMZ FMFDUSPMZUF SFMBYBUJPO
GPMMPXJOH B DIBSHJOH PG UIF TZTUFN� 8F BMTP SFQPSU BQQMJDB�
UJPOT PG 445 UP TZTUFNT ESJWFO CZ -ÊWZ OPJTF <���> BT XFMM
BT JO UIF àFME PG BDUJWF NBUUFS GPS BDUJWF #SPXOJBO QBSUJDMFT UP
DPOUSPM UIF TZTUFN�T TUBUF CZ B KPJOU NPOJUPSJOH PG BDUJWJUZ BOE
UIF TUSFOHUI PG USBQ DPOàOFNFOU�

" SBUIFS VOFYQFDUFE BQQMJDBUJPO PG 445 IBT FNFSHFE JO UIF
DPOUFYU PG CJPMPHJDBM FWPMVUJPO <���>� 5IF TFUUJOH JT QSPWJEFE
CZ UIF 8SJHIUm'JTIFS NPEFM <���> EFTDSJCJOH UIF FWPMVUJPO
PG B QPQVMBUJPO PG PSHBOJTNT UISPVHI B TQBDF PG . QPT�
TJCMF HFOPUZQFT� 5IF TUBUF PG UIF QPQVMBUJPO JT DIBSBDUFSJ[FE
CZ B UJNF�EFQFOEFOU QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO ρ(Y, U) XIFSF
Y≡ (Y�, . . .Y.) JT B GSFRVFODZ WFDUPS XIPTF DPNQPOFOU YN
HJWFT UIF GSBDUJPO PG UIF QPQVMBUJPO GPVOE JO HFOPUZQF N ∈
[�,.] BU UJNF U� 5IF 8SJHIUm'JTIFS NPEFM EFTDSJCFT UIF EJG�
GVTJWF FWPMVUJPO PG ρ(Y, U) EVF UP NVUBUJPOT UIBU JOEVDF B SBO�
EPN XBML BNPOH HFOPUZQFT� *U JT BEEJUJPOBMMZ BTTVNFE UIBU
UIFSF FYJTUT BO FYUFSOBMMZ DPOUSPMMFE FOWJSPONFOUBM QBSBNFUFS
λ DPSSFTQPOEJOH GPS FYBNQMF UP B ESVH DPODFOUSBUJPO UIBU
BGGFDUT UIF àUOFTT PG B QBUIPHFO� *G λ JT IFME àYFE UIFO VOEFS
UIF 8SJHIUm'JTIFS NPEFM UIF QPQVMBUJPO FWPMWFT UP BO FWPM�
VUJPOBSZ FRVJMJCSJVN TUBUF ρFR(Y,λ)� *G UIF QBSBNFUFS JT WBS�
JFE XJUI UJNF UIFO UIF BDUVBM TUBUF PG UIF QPQVMBUJPO ρ(Y, U)
MBHT CFIJOE UIF JOTUBOUBOFPVT FRVJMJCSJVN TUBUF ρFR(Y,λ(U))�
"QQMZJOH UIF UPPMT PG 445 *SBN FU BM <���> TIPXT IPX UP
DPOTUSVDU B $% DPOUSPM QSPUPDPM UIBU FMJNJOBUFT UIJT MBH� 5IJT
PQFOT UIF QPTTJCJMJUZ PG DPOUSPMMJOH CJPMPHJDBM FWPMVUJPO UP
ESJWF B QPQVMBUJPO GSPN BO JOJUJBM FRVJMJCSJVN TUBUF UP B EFTJSFE
àOBM FRVJMJCSJVN TUBUF JO àOJUF UJNF� 5IJT LJOE PG $% ESJWJOH
IBT CFFO HFOFSBMJ[FE UP EJTDSFUF�TUBUF DPOUJOVPVT�UJNF.BSLPW
OFUXPSLT BOE BQQMJFE UP DPOUSPM DIBQFSPO�BTTJTUFE QSPUFJO
GPMEJOH� *OUFSFTUJOHMZ UIF PCUBJOFE DPOUSPM QSPUPDPMT SFTFNCMF
OBUVSBM TUSBUFHJFT PCTFSWFE JO BDUVBM FYQFSJNFOUT XJUI &� DPMJ
BOE ZFBTU <���>�

445 IBWF BMTP CFFO VTFE UP EFWFMPQ TUSBUFHJFT GPS JNQMF�
NFOUJOH DPNQVUBUJPOBM UBTLT SBQJEMZ BOE BDDVSBUFMZ BOE UP
TUVEZ UIF JOIFSFOU UIFSNPEZOBNJD DPTUT BTTPDJBUFE XJUI UIFTF
UBTLT <��� ���>� 4QFDJàDBMMZ QSPUPDPMT XFSF EFTJHOFE UP DSF�
BUF FSBTF BOE USBOTGFS B TJOHMF CJU PG JOGPSNBUJPO TUPSFE JO B
EPVCMF�XFMM QPUFOUJBM� 5IFTF UBTLT EJTTJQBUF FOFSHZ JOUP UIF
CJU�T UIFSNBM TVSSPVOEJOHT� #PZE FU BM <���> FYQMPSFE IPX UIJT

��



3FQ� 1SPH� 1IZT� �� 	����
 ������ 3FWJFX

EJTTJQBUFE XPSL TDBMFT XJUI UIF SBUF PG DPNQVUBUJPO UIF DIBS�
BDUFSJTUJD MFOHUI TDBMF PG UIF TZTUFN BOE UIF SPCVTUOFTT PG UIF
	JOIFSFOUMZ NFUBTUBCMF
 JOGPSNBUJPO TUPSBHF� " LFZ àOEJOH PG
<���> XBT UIBU BMUIPVHI -BOEBVFS�T QSJODJQMF <��� ���> FTUBC�
MJTIFT UIF NJOJNVN EJTTJQBUFE FOFSHZ OFFEFE UP FSBTF B CJU PG
JOGPSNBUJPO UIFSF JT OP TJNJMBS CPVOE PO UIF BNPVOU PG UJNF
OFFEFE UP FSBTF UIF CJU� 6TJOH 445 B CJU DBO CF FSBTFE BSCJU�
SBSJMZ SBQJEMZ BOE XJUI BSCJUSBSJMZ IJHI àEFMJUZ QSPWJEFE POF
JT XJMMJOH UP QBZ UIF SFRVJTJUF UIFSNPEZOBNJD DPTU JO EJTTJQ�
BUFE FOFSHZ� " UJHIU CPVOE PO UIJT JSSFWFSTJCMF DPTU IBT CFFO
EFSJWFE <���>� 5IF SFTVMUT PG <��� ���> JMMVTUSBUF JO B DPNQV�
UBUJPOBM UIFSNPEZOBNJD TFUUJOH UIF SFàOFE TFDPOE MBX PG UIFS�
NPEZOBNJDT PCUBJOFE JO <��>� (FOFSBMJ[JOH UIFTF BQQSPBDIFT
UP VOEFSEBNQFE TZTUFNT JT DIBMMFOHJOH <���>�

5P DPODMVEF XF FNQIBTJ[F UIBU UIF LFZ JEFBT CFIJOE 445
BOE JOWFSTF FOHJOFFSJOH DBO CF JMMVTUSBUFE JO BO FBSMZ VOEFS�
HSBEVBUF DPVSTF XJUI 3$ -$ PS 3-$ DJSDVJUT� "O FYQFSJ�
NFOUBM EFNPOTUSBUJPO XBT QSPQPTFE JO <���> UIBU GVSUIFSNPSF
QSPWJEFT BO PSJHJOBM BQQSPBDI UP UIF WFOFSBCMF UFBDIJOH PG EJG�
GFSFOUJBM FRVBUJPOT�

�� 1FSTQFDUJWFT BOE DPODMVTJPOT

45" BSF àOJUF�UJNF QSPUPDPMT UIBU QSPEVDF UIF TBNF TUBUF BT
BO JOàOJUFMZ TMPX 	TP�DBMMFE BEJBCBUJD
 ESJWJOH� 8F IBWF IFSF
HFOFSBMJ[FE UIJT BQQSPBDI UP àOJUF�UJNF QSPUPDPMT DPOOFDUJOH
BSCJUSBSZ TUBUFT SFGFSSFE UP VOEFS UIF UFSNJOPMPHZ PG 445� 'PS
CPUI )BNJMUPOJBO BOE TUPDIBTUJD EZOBNJDT XF IBWF DMBTTJ�
àFE 445 JOUP EJGGFSFOU UZQFT JOWFSTF�FOHJOFFSJOH $% BOE
'' NJSSPSJOH UIF VTVBM DBUFHPSJ[BUJPO PG RVBOUVN 45"� 5IJT
DBUFHPSJ[BUJPO JT JOEFFE VTFGVM GPS QSFTFOUBUJPO QVSQPTFT CVU
OPU TP DMFBS�DVU BT JU NBZ TFFN� JO UIF TUPDIBTUJD DBTF $%
QSPUPDPMT DBO CF UIPVHIU CPUI BT B TQFDJBM DBTF PG JOWFSTF�
FOHJOFFSJOH POFT BOE BT B DFSUBJO MJNJU PG '' QSPUPDPMT�XIJDI
TPNFIPX TNFBST UIF CPVOEBSJFT CFUXFFO UIF EJGGFSFOU DBU�
FHPSJFT� 0OF PG UIF HPBMT PG PVS SFWJFX JT UP IJHIMJHIU UIF DPN�
NPO GVOEBNFOUBMT CFIJOE BMM PG UIFN� 5P DPODMVEF UIF QBQFS
XF PGGFS CFMPX TPNF QFSTQFDUJWFT UIBU FNFSHF�

'PS JTPMBUFE )BNJMUPOJBO TZTUFNT 	TFDUJPO �
 XF GPSFTFF
UISFF UPQJDT PG QPUFOUJBM GVUVSF JOWFTUJHBUJPO� *O TZTUFNT XJUI
POF EFHSFF PG GSFFEPN POF DPVME ESPQ UIF BTTVNQUJPO UIBU
UIF TUFFSJOH QPUFOUJBM 6(Y, U) JT B DPOàOJOH QPUFOUJBM XJUI B
TJOHMF NJOJNVN BOE JOTUFBE DPOTJEFS B DPOàOJOH QPUFOUJBM
XJUI B EPVCMF�XFMM TUSVDUVSF XJUI B MPDBM NBYJNVN TFQBS�
BUJOH UIF UXP XFMMT� *G 6NBY HJWFT UIF WBMVF PG UIF QPUFO�
UJBM BU UIJT MPDBM NBYJNVN UIFO FBDI FOFSHZ TIFMM XJUI &>
6NBY GPSNT B TJOHMF DMPTFE MPPQ JO QIBTF TQBDF XIJMF FBDI
FOFSHZ TIFMM &< 6NBY GPSNT B QBJS PG OPO�JOUFSTFDUJOH DMPTFE
MPPQT� 5IF TIFMM &= 6NBY JT B TFQBSBUSJY XJUI UIF DIBSBD�
UFSJTUJD TIBQF PG B AàHVSF�FJHIU� DMPTFE MPPQ� 5IF BEJBCBUJD
JOWBSJBODF PG UIF BDUJPO *(&, U) CSFBLT EPXO JO UIF WJDJOJUZ
PG UIF TFQBSBUSJY <��> BOE UIJT JO UVSO MFBET UP TVCUMF UPQPMP�
HJDBM FGGFDUT <���> XIJDI NBZ IBWF JOUFSFTUJOH JNQMJDBUJPOT
GPS UIF EFTJHO PG TIPSUDVUT GPS TVDI TZTUFNT� /FYU BT BMSFBEZ
OPUFE JO TFDUJPO ����� JU JT QMBVTJCMF UIBU )BNJMUPOJBO TIPSUDVUT
DBO CF HFOFSBMJ[FE UP JOUFHSBCMF TZTUFNT XJUI /> � EFHSFFT
PG GSFFEPN BT TVDI TZTUFNT FGGFDUJWFMZ EFDPNQPTF JOUP /

JOEFQFOEFOU POF�EFHSFF�PG�GSFFEPN TZTUFNT� 'JOBMMZ BT BMTP
TVHHFTUFE JO TFDUJPO ����� JU XPVME CF XPSUIXIJMF UP JOWFTU�
JHBUF UIF EFTJHO PG 445 GPS FSHPEJD BOE DIBPUJD )BNJMUPOJBO
TZTUFNT UIBU DPOTUJUVUF DBOPOJDBM GBNJMJFT� 5IFTF BSF TZTUFNT
XJUI UIF 	OPO�HFOFSJD
 QSPQFSUZ UIBU )(Y,Q, U) BOE )(Y,Q, U ′)
BSF SFMBUFE CZ B DBOPOJDBM USBOTGPSNBUJPO GPS BOZ U, U ′ ∈ [�, UG]�
1SPHSFTT PO BOZ PG UIFTF UISFF RVFTUJPOT NBZ JO UVSO QSPWJEF
JOTJHIU JOUP RVBOUVN TIPSUDVUT GPS DPSSFTQPOEJOH TZTUFNT�

.PTU 445 IBWF CFFO EFWFMPQFE GPS POF�EJNFOTJPOBM TZT�
UFNT� "T B SVMF UIF HFOFSBMJ[BUJPO PG UIFTF QSPUPDPMT�
FJUIFS JOWFSTF FOHJOFFSJOH $% '' PS UIFSNBM FOHJOFFSJOH�
UP IJHIFS�EJNFOTJPOBM TZTUFNT JT OPU TUSBJHIUGPSXBSE� 4UJMM
JOWFSTF FOHJOFFSJOH QSPUPDPMT BLJO UP UIPTF PSJHJOBMMZ EFWJTFE
GPS B DPMMPJEBM QBSUJDMF JO B POF�EJNFOTJPOBM IBSNPOJD
USBQ <��> IBWF CFFO XPSLFE PVU GPS BO BSCJUSBSZ DVSWFE DPO�
àHVSBUJPO TQBDF <���>� 5IJT TIPXT UIF GFBTJCJMJUZ PG FYUFOE�
JOH 445 UP BSCJUSBSZ HFPNFUSJFT CVU FOHJOFFSJOH PQUJNBM
QSPUPDPMT�JO UIF TFOTF PG NJOJNJ[JOH XPSL IFBU FOUSPQZ
QSPEVDUJPO DPOOFDUJPO UJNF PS BOZ PUIFS SFMFWBOU QIZTJDBM
QSPQFSUZ PWFS UIFN�SFNBJOT B DIBMMFOHF JO UIJT DBTF� 0O B
SFMBUFE OPUF UIF QSPUPDPMT EFUBJMFE JO PVS SFWJFX BSF NPTUMZ
EFTJHOFE JO UIF PWFSEBNQFE SFHJNF� 'VUVSF UIFPSFUJDBM EFWFM�
PQNFOUT JO 445 BSF FYQFDUFE JO UIF VOEFSEBNQFE SFHJNF UP
BDDPNQBOZ UIF EFWFMPQNFOU PG OFX FYQFSJNFOUBM TFUVQT IBW�
JOH B UVOBCMF EBNQJOH SBUF <���>�

5IF JSSFWFSTJCMF XPSL VOBWPJEBCMZ BQQFBSJOH JO 445
IBT CFFO MJOLFE UP JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ JEFBT JO MJOFBS
SFTQPOTF <���>� *O UIF JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ BQQSPBDI B LFZ
SPMF JT QMBZFE CZ UIF 'JTIFS JOGPSNBUJPO XIJDI BU FRVJMJCSJVN
JT SFMBUFE UP EFSJWBUJWFT PG UIF EJTUSJCVUJPO GVODUJPO BOE JO
DFSUBJO TQFDJàD TJUVBUJPOT UP áVDUVBUJPOT PG SFMFWBOU RVBOU�
JUJFT <�� ��� ��� ���>� 5IJT UIFPSFUJDBM GSBNFXPSL BMTP
NBLFT JU QPTTJCMF UP FTUBCMJTI B TQFFE�MJNJU JOFRVBMJUZ GPS
445 FRVBUJPO 	��
 XIJDI SFTFNCMFT UIF RVBOUVN TQFFE MJNJU
	UIF UJNF�FOFSHZ VODFSUBJOUZ SFMBUJPO <��� ���>
� 3FDFOUMZ
UIF JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ BQQSPBDI IBT CFFO FNQMPZFE CFZ�
POE MJOFBS SFTQPOTF� 5IJT IBT MFE UP UIF FNFSHFODF PG
TFWFSBM WFSTJPOT PG DMBTTJDBM TQFFE�MJNJUT JOFRVBMJUJFT�BMTP
SFTFNCMJOH UIF RVBOUVN UJNF�FOFSHZ VODFSUBJOUZ SFMBUJPO�
GPS TZTUFNT EFTDSJCFE CZ TUPDIBTUJD EZOBNJDT <��� ���m���
���m���>� /FWFSUIFMFTT UIF UJHIUOFTT PG UIF PCUBJOFE DMBT�
TJDBM CPVOET GPS JOTUBODF UIBU HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
 JT
OPU XFMM FTUBCMJTIFE�VOMJLF JO UIF RVBOUVN DBTF <��� ���>�
$MBSJGZJOH UIJT TQFDJàD JTTVF BOE PO B NPSF HFOFSBM OPUF
MJOLJOH JOGPSNBUJPO HFPNFUSZ DPODFQUT BOE QIZTJDBM RVBOU�
JUJFT CFZPOE MJOFBS SFTQPOTF BSF PQFO RVFTUJPOT� "OTXFSJOH
UIFN DPOTUJUVUFT BO FOUJDJOH QFSTQFDUJWF GPS GVUVSF XPSL BOE
NBZ QSPWJEF B OPWFM XBZ UP UBDLMF BOE NPWF GPSXBSE OPO�
FRVJMJCSJVN TUBUJTUJDBM NFDIBOJDT BOE NPSF TQFDJàDBMMZ UIF
àFME PG 445�

8F IBWF FYQPTFE IFSF TFWFSBM TUSBUFHJFT GPS UIF DPOUSPM PG
TZTUFNT JO DPOUBDU XJUI B UIFSNPTUBU� $MPTFE�MPPQ DPOUSPM QSP�
UPDPMT J�F� UIPTF XJUI GFFECBDL IBWF OPU CFFO EJTDVTTFE TJODF
UIFZ BSF JOUSJOTJDBMMZ TVCKFDU UP UIF TZTUFN�T PXO UJNF TDBMFT�
)PXFWFS TVDI BQQSPBDIFT IBWF UIF BEWBOUBHF PG OPU SFRVJS�
JOH B QFSGFDU NPEFMJOH PG UIF TZTUFN VOEFS TUVEZ� 5IJT JT UP
CF DPOUSBTUFE XJUI PQFO�MPPQ DPOUSPM QSPUPDPMT EFUBJMFE JO UIJT
SFWJFX BSUJDMF UIBU BSF PG UIF GFFE�GPSXBSE UZQF� 5IFZ QSPWJEF

��
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B XJEF SBOHF PG TUSBUFHJFT UP BDDFMFSBUF UIF USBOTJUJPO GSPN B
HJWFO TUBUF UP BOPUIFS PWFS BO B QSJPSJ BSCJUSBSJMZ TIPSU BNPVOU
PG UJNF� 5IF NFUIPET QSFTFOUFE IFSF QSPWJEF TVDI TPMVUJPOT
EFTQJUF UIF JOUSJOTJD SBOEPNOFTT BTTPDJBUFE UP UIF DPVQMJOH
XJUI B SFTFSWPJS BOE FWFO QSPQPTF UP FOHJOFFS UIF SBOEPNOFTT�

%BUB BWBJMBCJMJUZ TUBUFNFOU

5IF EBUB UIBU TVQQPSU UIF àOEJOHT PG UIJT TUVEZ BSF BWBJMBCMF
VQPO SFBTPOBCMF SFRVFTU GSPN UIF BVUIPST�

"DLOPXMFEHNFOUT

8F XPVME MJLF UP UIBOL " #BMEBTTBSSJ . #BMEPWJO
- #FMMPO # #FTHB " $IFQFMJBOTLJJ 4 $JMJCFSUP 4 %BHP
5 EF (VJMMFCPO 4 / .BKVNEBS * .BSUÎOF[ + ( .VHB
* 1BMBJB " 1BUSÓO " 1FUSPTTJBO " 1VHMJTJ % 3BZOBM
- 3POEJO / 3VJ[�1JOP� $ " 1 BOE " 1 BDLOPXMFEHF àO�
BODJBM TVQQPSU GSPN (SBOU 1($������������#�*�� GVOEFE
CZ .$*/�"&*����������������������� BOE CZ &3%' A"
XBZ PG NBLJOH &VSPQF�� $ " 1 BMTP BDLOPXMFEHFT GVOEJOH
GSPN &VSPQFBO 6OJPO GPS UIF TVQQPSU GSPN )PSJ[PO &VSPQF �
.BSJF 4LMPEPXTLB�$VSJF ���� QSPHSBNNF UISPVHI UIF 1PT�
EPDUPSBM 'FMMPXTIJQ 3FG� ��������� 	03*0/
� 5IJT XPSLXBT
TVQQPSUFE CZ UIF A"HFODF /BUJPOBMF EF MB 3FDIFSDIF� (SBOU
/P� "/3����$&�������� $ + BDLOPXMFEHFT àOBODJBM TVQQPSU
GSPN UIF 4JNPOT 'PVOEBUJPO UISPVHI "XBSE /P� ������ BOE
GSPN UIF 6�4� /BUJPOBM 4DJFODF 'PVOEBUJPO VOEFS (SBOU /P�
��������

"QQFOEJY "� 4VNNBSZ PG BDSPOZNT

$% $PVOUFSEJBCBUJD
'' 'BTU�GPSXBSE
'1 'PLLFSm1MBODL
($% (MPCBM DPVOUFSEJBCBUJD
-$% -PCBM DPVOUFSEJBCBUJD
/&44 /PO�FRVJMJCSJVN TUFBEZ TUBUF
1%' 1SPCBCJMJUZ EFOTJUZ GVODUJPO
45" 4IPSUDVU	T
 UP BEJBCBUJDJUZ
445 4XJGU TUBUF�UP�TUBUF USBOTGPSNBUJPO	T


"QQFOEJY #� 4UPDIBTUJD QSPDFTTFT GSBNFXPSL

#��� -BOHFWJO BOE '1 EFTDSJQUJPOT

'PS UIF TBLF PG DPODSFUFOFTT MFU VT DPOTJEFS B DPMMPJEBM QBSUJDMF
JNNFSTFE JO B áVJE JO FRVJMJCSJVN BU UFNQFSBUVSF 5 JO UIF PWFS�
EBNQFE SFHJNF� 'PS POF�EJNFOTJPOBM NPUJPO UIF FWPMVUJPO
FRVBUJPO GPS UIF QPTJUJPO Y PG UIF #SPXOJBO QBSUJDMF JT

γẎ=−∂Y6(Y, U)+
√

�γL#5(U)η(U), 	#��


XIFSF γ JT UIF GSJDUJPO DPFGàDJFOU 6(Y, U) JT UIF ESJWJOH QPUFO�
UJBM 5	U
 JT UIF UFNQFSBUVSF L# JT UIF #PMU[NBOO DPOTUBOU BOE
η(U) JT B (BVTTJBO XIJUF OPJTF PG VOJU WBSJBODF

⟨η(U)⟩= �, ⟨η(U)η(U ′)⟩= δ(U− U ′). 	#��


/PUF UIBU JO HFOFSBM CPUI UIF QPUFOUJBM BOE UIF UFNQFSBU�
VSF NBZ EFQFOE PO UJNF�BT FYQMJDJUMZ TUBUFE JO PVS OPUBUJPO�
5IF EJGGVTJPO DPFGàDJFOU BOE UIF UFNQFSBUVSF WFSJGZ &JOTUFJO�T
SFMBUJPO %= L#5/γ TP UIF EJGGVTJPO DPFGàDJFOU JT JO HFO�
FSBM BMTP UJNF�EFQFOEFOU� 6TVBMMZ UIF GSJDUJPO DPFGàDJFOU γ JT
BTTVNFE UP CF DPOTUBOU JODMVEJOH JO UIF TJUVBUJPO XIFSF DPM�
MPJE UFNQFSBUVSF JT BSUJàDJBMMZ DPOUSPMMFE BT EJTDVTTFE CFMPX
FRVBUJPO 	��
 CZ SBOEPNMZ TIBLJOH UIF DFOUFS�PG�GPSDF PG UIF
USBQQJOH��� %JGGFSFOU SFBMJ[BUJPOT PG UIF OPJTF η(U) HJWF SJTF UP
EJGGFSFOU USBKFDUPSJFT GPS UIF DPMMPJEBM QBSUJDMF� *O UIF -BOHFWJO
EFTDSJQUJPO ⟨· · ·⟩ UIVT NFBO BWFSBHJOH PWFS UIF EJGGFSFOU USB�
KFDUPSJFT PG UIF TUPDIBTUJD QSPDFTT�

*U JT BMTP QPTTJCMF UP BOBMZ[F UIF TUPDIBTUJD NPUJPO PG UIF
DPMMPJE CZ VTJOH UIF FOTFNCMF QJDUVSF� 5IFSFJO XF JOUSPEVDF
UIF 1%' ρ(Y, U) XIJDI PCFZT UIF '1 FRVBUJPO

γ∂Uρ(Y, U) = ∂Y {[∂Y6(Y, U)]ρ(Y, U)+ L#5(U)∂Yρ(Y, U)} . 	#��


'PS UJNF�JOEFQFOEFOU QPUFOUJBM BOE UFNQFSBUVSF UIF '1
FRVBUJPO IBT POMZ POF TUBUJPOBSZ TPMVUJPO UIBU JT UIF FRVJMJC�
SJVN POF ρFR(Y)∝ FYQ[−β6(Y)] XJUI β = (L#5)−��

*U JT JOUFSFTUJOH UP OPUF UIBU UIF '1 FRVBUJPO DBO CF DBTU JO
UIF GPSN PG B DPOUJOVJUZ FRVBUJPO

∂Uρ(Y, U) =−∂Y+(Y, U), 	#��


XIFSF UIF QSPCBCJMJUZ DVSSFOU +(Y, U) JT EFàOFE BT

+(Y, U)≡−γ−� {[∂Y6(Y, U)]ρ(Y, U)+ L#5(U)∂Yρ(Y, U)} . 	#��


8SJUJOH UIF QSPCBCJMJUZ DVSSFOU BT +(Y, U) = ρ(Y, U)W(Y, U) B WFMP�
DJUZ àFME W(Y, U) JT JOUSPEVDFE BT

W(Y, U) =−γ−� [∂Y6(Y, U)+ L#5(U)∂Y MOρ(Y, U)] . 	#��


/PUF UIBU EFTQJUF PVS BTTVNQUJPO PG DPOTUBOU γ
FRVBUJPOT 	#��
m	#��
 SFNBJO WBMJE GPS UJNF�EFQFOEFOU
GSJDUJPO�

#��� 4UPDIBTUJD UIFSNPEZOBNJDT

'PMMPXJOH 4FLJNPUP <�> XF DBO XSJUF EPXO UIF àSTU QSJODJQMF
BU UIF NFTPTDBMF CZ EFàOJOH TUPDIBTUJD XPSL 8 BOE IFBU 2�
"T VTVBM XPSL JT UIF QPUFOUJBM FOFSHZ DIBOHF BTTPDJBUFE XJUI
UIF WBSJBUJPO PG UIF FYUFSOBM QBSBNFUFST λ(U) JO UIF QPUFOUJBM
	WPMVNF TUJGGOFTT PG UIF USBQ FUD
� *O PUIFS XPSET XF DPOTJEFS

6(Y, U) = 6(Y,λ(U)), 	#��


∂U6(Y, U) = λ̇(U) · [∂λ6(Y,λ)]λ=λ(U) . 	#��


�� 5FNQFSBUVSF DPOUSPM JT EPOF CZ BEEJOH BO JOEFQFOEFOU TUPDIBTUJD XIJUF�
OPJTF GPSDF BT EFUBJMFE JO <�� ��> XIJDI JODSFBTFT UIF WBSJBODF PG UIF OPJTF
BDUJOH PO UIF #SPXOJBO QBSUJDMF BOE FGGFDUJWFMZ IFBUT JU XJUI UIF UFNQFSBUVSF
PG UIF CBDLHSPVOE áVJE SFNBJOJOH VODIBOHFE�

��
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'PS FBDI USBKFDUPSZ PG UIF TUPDIBTUJD QSPDFTT J�F� GPS FBDI SFBM�
J[BUJPO PG UIF XIJUF OPJTF JO UIF -BOHFWJO FRVBUJPO XPSL JT
UIVT DBMDVMBUFE BT

8=

ˆ UG

�
EU [∂U6(Y, U)]Y=Y(U)

=

ˆ UG

�
EU λ̇(U) · [∂λ6(Y,λ(U))]Y=Y(U) . 	#��


/PUF UIBU 8 DIBOHFT GSPN USBKFDUPSZ UP USBKFDUPSZ J�F� JU JT
TUPDIBTUJD� 8F DBO BMTP JOUSPEVDF UIF TUPDIBTUJD JOTUBOUBOFPVT
QPXFS

8̇= λ̇(U) · [∂λ6(Y,λ(U))]Y=Y(U) , 	#���


TVDI UIBU 8=
´ UG
� EU8̇� 'PS FBDI USBKFDUPSZ PG UIF TUPDIBTUJD

QSPDFTT UIF DPOàHVSBUJPOBM DPOUSJCVUJPO UP IFBU JT UIVT UIF
QPUFOUJBM FOFSHZ DIBOHF EVF UP UIF UJNF FWPMVUJPO PG UIF
QBSUJDMF�T QPTJUJPO Y	U
 J�F�

2DPOG =

ˆ UG

�
EU Ẏ(U) [∂Y6(Y, U)]Y=Y(U) . 	#���


'PS NBUIFNBUJDBM DPOTJTUFODZ UIF BCPWF JOUFHSBM NVTU CF
VOEFSTUPPE JO UIF 4USBUPOPWJDI TFOTF <��>� 1IZTJDBMMZ UIJT
FOUBJMT

2DPOG +8=

ˆ UG

�
EU
E
EU
6(Y(U), U) =∆6, 	#���


XIFSF ∆6 JT UIF QPUFOUJBM FOFSHZ JODSFNFOU PWFS UIF DPO�
TJEFSFE USBKFDUPSZ J�F� ∆6 JT BMTP TUPDIBTUJD�

*O UIF -BOHFWJO QJDUVSF NFBO XPSL BOE IFBU BSF PCUBJOFE
CZ BWFSBHJOH PWFS OPJTF SFBMJ[BUJPOT� 'PS FYBNQMF UIF BWFSBHF
XPSL SFBET

⟨8⟩=
〈ˆ UG

�
EU λ̇(U) · [∂λ6(Y,λ(U))]Y=Y(U)

〉
, 	#���


XIFSF ⟨· · ·⟩ PO UIF SIT NFBOT BWFSBHF PWFS UIF OPJTF η(U)� *O
UIF FRVJWBMFOU FOTFNCMF QJDUVSF UIF 1%' ρ(Y, U) PCFZT UIF '1
FRVBUJPO 	#��
 BOE POF IBT

⟨8⟩=
ˆ +∞

−∞
EY
ˆ UG

�
EU λ̇(U) · ∂λ6(Y,λ(U))ρ(Y, U). 	#���


$POTJTUFOUMZ UIF BWFSBHF DPOàHVSBUJPOBM IFBU FOTVSFT UIBU
FRVBUJPO 	#���
 IPMET JO BWFSBHF

⟨2DPOG⟩= ⟨∆6⟩− ⟨8⟩=
ˆ +∞

−∞
EY
ˆ UG

�
EU6(Y, U)∂Uρ(Y, U)

=

ˆ +∞

−∞
EY
ˆ UG

�
EU [∂Y6(Y, U)]W(Y, U)ρ(Y, U). 	#���


*O PSEFS UP IBWF FOFSHZ DPOTFSWBUJPO�J�F� UIF àSTU
QSJODJQMF�XF NVTU JODPSQPSBUF UIF LJOFUJD DPOUSJCVUJPO UP UIF
FOFSHZ� *O UIF PWFSEBNQFE SFHJNF UIF WFMPDJUZ EFHSFF PG GSFF�
EPN JOTUBOUBOFPVTMZ SFMBYFT UP FRVJMJCSJVN TP UIBU UIF BWFSBHF

LJOFUJD FOFSHZ ⟨,⟩= L#5(U)/� BOE UIFSFGPSF BWFSBHF IFBU IBT
B LJOFUJD DPOUSJCVUJPO

⟨2⟩= �
�
L#∆5

︸ ︷︷ ︸
⟨2LJO⟩

+⟨2DPOG⟩ . 	#���


5IF àSTU QSJODJQMF TUBUFT

⟨2⟩+ ⟨8⟩= ⟨∆&⟩ , 	#���


XIFSF & JT UIF UPUBM FOFSHZ &= ,+6� 'PS JTPUIFSNBM QSP�
DFTTFT 5 JT DPOTUBOU BOE UIFO UIFSF JT OP LJOFUJD DPOUSJCVUJPO UP
UIF IFBU� $POWFSTFMZ ⟨2LJO⟩ ̸= � GPS OPO�JTPUIFSNBM QSPDFTTFT�
UIJT JT JNQPSUBOU GPS FYBNQMF UP DPSSFDUMZ EFàOF àOJUF�UJNF
BEJBCBUJD 	JO UIF TFOTF PG [FSP BWFSBHF IFBU
 QSPDFTTFT <��>�
TFF BMTP TFDUJPO ����

"QQFOEJY $� $POEJUJPOT GPS UIF FYJTUFODF PG
#PMU[NBOO�T CSFBUIFST VOEFS TUBUJD DPOGJOFNFOU

8F XPSL IFSF JO UIF GSBNFXPSL PG UIF #PMU[NBOO FRVBUJPO
GPS EJMVUF HBTFT BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ���� 8F IBWF SFQPS�
UFE UIBU XIFO UIF FYUFSOBM DPOàOJOH QPUFOUJBM 6 JT UJNF�
JOEFQFOEFOU BOE IBSNPOJD QFSNBOFOU 	VOEBNQFE
 VOESJWFO
CSFBUIJOH NPEFT EP FYJTU XJUI B UJNF�EFQFOEFOU BOE QFSJPEJD
UFNQFSBUVSF� 8F BEESFTT IFSF UIF SFDJQSPDBM RVFTUJPO� VOEFS
XIJDI DPOEJUJPOT PO 6 EP TVDI TPMVUJPOT FYJTU 8F SFTUSJDU UP
B POF�EJNFOTJPOBM EZOBNJDT GPS TJNQMJDJUZ�

8F TUBSU GSPN UIF QPUFOUJBM HJWFO CZ 	��
 XIFSF UIF DPO�
USJCVUJPO 6̄ TUFNT GSPN FRVBUJPO 	��
� 5IF DPOàOJOH QPUFOUJBM
UIFO SFBET

6(Y, U) =
�
σ�6�

( Y
σ

)
− N

�
σ̈

σ
Y� +

C
Y�
, 	$��


JO XIJDI XF SFRVJSF UIBU σ CF UJNF EFQFOEFOU XJUI OFWFSUIF�
MFTT B UJNF JOEFQFOEFOU 6 PO UIF MFGU IBOE TJEF� 5BLJOH UIF
UIJSE EFSJWBUJWF XJUI SFTQFDU UP Y XF BSSJWF BU

∂�
Y6 =

�
σ�6

′ ′ ′
�

( Y
σ

)
− ��C

Y�
, 	$��


XIJDI TIPVME CF JOEFQFOEFOU PG UJNF BOE UIVT JOEFQFOEFOU
PG σ� 5IJT JNQMJFT UIBU Ỹ6*7

� (Ỹ) =−�6 ′ ′ ′
� (Ỹ) = � J�F� 6 ′ ′ ′

� (Ỹ)
NVTU CF B QPXFS�MBX GVODUJPO JO �/Ỹ�� 4VCTFRVFOU JOUFHSBUJPO
ZJFMET

6�(Y) =
"
Y�

+#Y� +$Y, 	$��


XIFSF " # BOE $ BSF DPOTUBOUT� 1MVHHJOH UIJT CBDL JOUP
FRVBUJPO 	$��
 BOE SFRVJSJOH PODFNPSF UIF UJNF�JOEFQFOEFODF
PG 6 XF HFU $= �� 5IJT JOEJDBUFT

• XIBU EJGGFSFOUJBM FRVBUJPO σ TIPVME GVMàMM�

#
σ� −

N
�
σ̈

σ
= CPOTUBOU. 	$��


5IJT JT BO &SNBLPW�MJLF SFMBUJPO GPS XIJDI E�β/EU� +
�Ω�β̇ = � XJUI Ω� = �CPOTUBOU/N TFF TFDUJPO ��� BOE JO

��
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QBSUJDVMBS FRVBUJPOT 	��
 BOE 	��
� 8F SFDPWFS UIF CSFBUIJOH
NPEFT GPVOE PVU CZ #PMU[NBOO IJNTFMG BOE EFTDSJCFE JO
<�� ��>�

• UIBU BQBSU GSPN UIF �/S� DPOUSJCVUJPO BMSFBEZ NFOUJPOFE JO
TFDUJPO ��� 	IFSF �/Y�
 6 TIPVME CF B IBSNPOJD QPUFOUJBM�

8IJMF UIF QSFTFOU BSHVNFOU USBOTQPTFT EJSFDUMZ UP JTPUSPQJD
QPUFOUJBMT PG UIF UZQF

6(S, U) =
�
σ�6�

( S
σ

)
− N

�
σ̈

σ
S� +

C
S�
, 	$��


HFOFSBMJ[BUJPO UP IJHIFS EJNFOTJPOT EPFT OPU TFFN
TUSBJHIUGPSXBSE�

"QQFOEJY %� %FSJWBUJPO PG UIF FYQSFTTJPO GPS UIF
NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL

*O UIJT BQQFOEJY XF HJWF NPSF EFUBJMT PG UIF EFSJWBUJPO PG UIF
FYQSFTTJPO GPS UIF NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL� 5IF DBMDVMB�
UJPO CFMPX TPNFIPX QVUT PO B DPNNPO HSPVOE UIF BQQSPBDIFT
EFWFMPQFE JO <�� ��� ���>�

0VS TUBSUJOH QPJOU JT UIF #VSHFST FRVBUJPO 	��
 XIJDI NVTU
CF KPJOUMZ TPMWFE XJUI UIF '1 FRVBUJPO 	��B
 UP àOE UIF PQUJNBM
QSPàMFT GPS ρ(Y, U) BOE W(Y, U)� 0O UIF POF IBOE UIF DIBSBD�
UFSJTUJD TZTUFN PG 0%&T 	-BHSBOHFm$IBSQJU FRVBUJPOT
 GPS UIF
#VSHFST FRVBUJPO JT

EU
ET

= �,
EY
ET

= W,
EW
ET

= �. 	%��


5IFSFGPSF T= U W= WJ BOE Y= WJT+ YJ� "U UIF JOJUJBM UJNF U=
UJ = � XF IBWF UIBU WJ = ϕ(YJ) XIFSF ϕ JT BO BSCJUSBSZ TNPPUI
GVODUJPO BOE UIVT W= ϕ(YJ) XJUI YJ = Y− WU� 5IF TPMVUJPO PG
UIF #VSHFST FRVBUJPO DBO CF HJWFO JO JNQMJDJU GPSN

W= ϕ(Y− WU). 	%��


0O UIF PUIFS IBOE UIF DIBSBDUFSJTUJD TZTUFN PG 0%&T GPS UIF
'1 FRVBUJPO JT

EU
ET

= �,
EY
ET

= W,
Eρ
ET

=−ρ∂YW. 	%��


5IF UXP àSTU FRVBUJPOT BSF UIF TBNF BT GPS UIF #VSHFST
FRVBUJPO TP XF GPDVT PO UIF UIJSE POF

Eρ
ET

=− ϕ ′(YJ)
�+ Tϕ ′(YJ)

ρ, 	%��


XIJDI DBO CF SFBEJMZ JOUFHSBUFE UP HJWF

ρ(T) =
ρJ(YJ)

�+ Tϕ ′(YJ)
. 	%��


8F IBWF UBLFO JOUP BDDPVOU UIBU ρ(T= �) = ρJ(YJ)� (PJOH CBDL
UP UIF PSJHJOBM WBSJBCMFT 	Y U


ρ(Y, U) =
ρJ(Y− WU)

�+ Uϕ ′(Y− WU)
, 	%��


JO XIJDI W(Y, U) JT JO UVSO JNQMJDJUMZ HJWFO CZ FRVBUJPO 	%��
�
&RVBUJPO 	%��
 DBO BMTP CF XSJUUFO JO BO FRVJWBMFOU GPSN� NBL�
JOH VTF PG FRVBUJPO 	%��
 WY = (�− UWY)ϕ ′(Y− WU) BOE

WY =
ϕ ′(Y− WU)

�+ Uϕ ′(Y− WU)
⇒ �− UWY =

�
�+ Uϕ ′(Y− WU)

. 	%��


5IFSFGPSF POF IBT UIBU

ρ(Y, U) = (�− UWY)ρJ(Y− WU), 	%��


BOE

EYρ(Y, U) = EYJρJ(YJ, U), YJ ≡ Y− WU. 	%��


/PX UIF GVODUJPOϕ JT EFUFSNJOFE CZ JNQPTJOH UIBU UIF TZT�
UFN NVTU SFBDI UIF UBSHFU EJTUSJCVUJPO ρG(Y) BU UIF àOBM UJNF
U= UG J�F�

ρG(Y) =
ρJ(Y− WG(Y)UG)

�+ UGϕ ′(Y− WG(Y)UG)
, 	%���B


WG(Y)≡ W(Y, UG) = ϕ(Y− WG(Y)UG). 	%���C


5BLJOH TQBUJBM EFSJWBUJWF JO UIF MBTU FRVBUJPO BOE JOTFSUJOH
UIF SFTVMU JOUP UIF QSFWJPVT POF XF HFU

ρG(Y) = ρJ(Y− WG(Y)UG) [�− W ′G (Y)UG] , 	%���


XIJDI EFUFSNJOFT WG(Y) PS FRVJWBMFOUMZ UIF 	VQ UP OPX

VOLOPXO GVODUJPO ϕ�

;IBOH�T TPMVUJPO UP UIF PQUJNJ[BUJPO QSPCMFN <��� ���>
JT SFDPWFSFE CZ HPJOH UP UIF DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPO GVODUJPO
EFàOFE JO FRVBUJPO 	��
� *OUFHSBUJOH FRVBUJPO 	%���
 GSPN
−∞ UP TPNF BSCJUSBSZ QPJOU Y POF HFUT

FG(Y) = FJ(Y− WG(Y)UG), 	%���


BGUFS BTTVNJOH UIBU MJNY→−∞ [Y− WG(Y)UG] =−∞� FJ BOE FG

BSF UIF DVNVMBUJWF EJTUSJCVUJPOT DPSSFTQPOEJOH UP ρJ BOE ρG
SFTQFDUJWFMZ� 4JODF CPUI ρJ BOE ρG BSF QPTJUJWF EFàOJUF GPS FRVJ�
MJCSJVN TUBUFT FJ BOE FG BSF TUSJDUMZ JODSFBTJOH GVODUJPOT BOE
XF DBO FYQMJDJUMZ TPMWF UIF BCPWF FRVBUJPO GPS WG(Y)

Y− WG(Y)UG = F−�
J (FG(Y)) , 	%���


XIFSF F−�
J JT UIF JOWFSTF GVODUJPO PG FJ��� #Z EFàOJOH UIF

GVODUJPO

Ξ(Y)≡ F−�
J (FG(Y)) , 	%���


XF HFU UIBU

WG(Y) =
Y−Ξ(Y)

UG
. 	%���


�� /PUF UIBU FRVBUJPO 	%���
 FOTVSFT UIBU MJNY→−∞ [Y− WG(Y)UG] =−∞
TJODF FG(−∞) = � BOE F−�

J (�) =−∞�

��
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/PUF UIBU EFUFSNJOJOH WG(Y) JT VUUFSMZ FRVJWBMFOU UP EFUFSNJOJOH
ϕ(Y) CFDBVTF FRVBUJPO 	%���C
 UFMMT VT UIBU

WG(Y) = ϕ(Ξ(Y))⇒ ϕ(Y) = WG(Ξ−�(Y)) =
Ξ−�(Y)− Y

UG
.

	%���


*U JT VTFGVM UP SFDBMM UIBU JO UIF DPOOFDUJPO QSPCMFN XF BSF
BEESFTTJOH CPUI FJ BOE FG BSF HJWFO TP UIBU UIF GVODUJPO Ξ(Y)
JO 	%���
 JT QFSGFDUMZ EFàOFE� 5IFO UIF GVODUJPO ϕ(Y) GPMMPXT
GSPN FRVBUJPO 	%���
 BOE W(Y, U) JT UIVT JNQMJDJUMZ QSPWJEFE
CZ 	%��
 XIJDI DPNQMFUFT UIF TPMVUJPO UP UIF PQUJNJ[BUJPO
QSPCMFN�

*U JT JNQPSUBOU UP SFNBSL UIBU TIPDLT DBOOPU BQQFBS JO UIF
PCUBJOFE TPMVUJPO XIFO DPOOFDUJOH FRVJMJCSJVN TUBUFT

�+ Uϕ ′(Y) = �+
U
UG

(
E
EY

Ξ−�(Y)− �
)
> � 	%���


GPS BMM UJNFT U ∈ [�, UG]� 1SPWJOH UIF BCPWF JOFRVBMJUZ JT
FRVJWBMFOU UP QSPWF UIBU UIF UFSN JOTJEF UIF QBSFOUIFTJT
JO FRVBUJPO 	%���
 JT BMXBZT MBSHFS UIBO −� PS FRVJWBM�
FOUMZ UIBU E

EYΞ
−�(Y)> � GPS BMM Y� 5IJT JT JOEFFE USVF TJODF

FRVBUJPO 	%���
 DBO CF SFXSJUUFO BT

FJ(Y) = FG(Ξ
−�(Y))⇒ E

EY
Ξ−�(Y) =

ρJ(Y)
ρG(Ξ−�(Y))

> �.

	%���


#SJOHJOH UP CFBS FRVBUJPOT 	%��
 	%��
 	%��
 BOE 	%���

UIF JSSFWFSTJCMF QPXFS PWFS UIF PQUJNBM QSPUPDPM JT

1∗
JSS = γ

ˆ +∞

−∞
EYρ(Y, U)W�(Y, U)

= γ

ˆ +∞

−∞
EY(�− UWY)ρJ(Y− WU)ϕ�(Y− WU)

= γ

ˆ +∞

−∞
EYJ ρJ(YJ)

[
Ξ−�(YJ)− YJ

UG

]�

=
γ

U�G

ˆ +∞

−∞
EYJ ρJ(YJ)

[
Ξ−�(YJ)− YJ

]�
. 	%���


XIFSF FRVBUJPO 	%��
 IBT CFFO VTFE BOE YJ XBT EFàOFE JO
FRVBUJPO 	%��
� 5IF FYQSFTTJPO 	%���
 GPS UIF PQUJNBM JSSFWFST�
JCMF QPXFS JT JEFOUJDBM UP FRVBUJPO 	��
 JO UIF NBJO UFYU� 5IFSF�
GSPN UIF NJOJNVN JSSFWFSTJCMF XPSL JT SFBEJMZ PCUBJOFE

8∗
JSS = UG1∗

JSS =
γ

UG

ˆ +∞

−∞
EYJ ρJ(YJ)

[
Ξ−�(YJ)− YJ

]�
, 	%���


XIJDI JT BHBJO JEFOUJDBM UP FRVBUJPO 	��
�XF SFQFBU JU IFSF UP
LFFQ UIF BQQFOEJY TFMG�DPOUBJOFE�

"QQFOEJY &� $PNQBSJTPO PG TQFFE MJNJU JOFRVBMJUJFT
GPS UIF IBSNPOJD DBTF

*U JT JMMVNJOBUJOH UP DPNQBSF JOFRVBMJUJFT 	��
 BOE 	��
 GPS
UIF IBSNPOJD DBTF GPS XIJDI UIF QSPCBCJMJUZ EJTUSJCVUJPO

JT (BVTTJBO GPS BMM UJNFT ρ(Y, U) = (�πσ�)−�/� FYQ
(
− Y�

�σ�

)
�

" TJNQMF DBMDVMBUJPO MFBET UP

1JSS(U) = γσ̇�, *(U) = �
(
σ̇

σ

)�

. 	&��


.BLJOH VTF PG UIFTF FYQSFTTJPOT XF IBWF UIBU

LMJO =
√
γ

ˆ UG

�
EU |σ̇|"√

γ

∣∣∣∣
ˆ UG

�
EU σ̇

∣∣∣∣=
√
γ |σG −σJ| , 	&��B


L=
√
�
ˆ UG

�
EU
∣∣∣∣
E
EU

MOσ
∣∣∣∣"

√
�
∣∣∣∣
ˆ UG

�
EU
E
EU

MOσ
∣∣∣∣=

√
� MO

∣∣∣∣
σG
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0O UIF POF IBOE UIFTF JOFRVBMJUJFT EP OPU JNNFEJBUFMZ
USBOTMBUF UP CPVOET GPS UIF DPOOFDUJOH UJNF CFDBVTF CPUI8JSS

BOE C EFQFOE PO UG�BOE PO UIF QBUI TXFQU CZ UIF TZTUFN UP
HP GSPN UIF JOJUJBM UP UIF UBSHFU TUBUF� *O GBDU JO UIF IBSNPOJD
DBTF XF BSF BOBMZ[JOH

8JSS = γ

ˆ UG

�
EU σ̇�, C =

ˆ UG

�
EU

(
E
EU

MOσ
)�

. 	&��


*G POF BTTVNFT UIBU BMM UIF UJNF EFQFOEFODF PDDVST UISPVHI B
SFEVDFE UJNF T= U/UG J�F� σ = σ(T)

8JSS =
γ
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, C =
�
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�
ET

(
E
ET

MOσ
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, 	&��


BOE UG EJTBQQFBST GSPN FRVBUJPO 	&��
� 0O UIF PUIFS IBOE CPUI
JOFRVBMJUJFT BSF FRVJWBMFOU JO UIF MJOFBS SFTQPOTF SFHJNF�B
QSPQFSUZ UIBU JT TPNFIPX FYQFDUFE TJODF UIF 'JTIFS JOGPSN�
BUJPO *	U
 JT EJSFDUMZ SFMBUFE UP UIF GSJDUJPO UFOTPS ζ(λ) JO
FRVBUJPO 	��
 <���>� 8JUIJO MJOFBS SFTQPOTF σ = σG + δσ BOE
OPO�MJOFBSJUJFT JO δσ BSF OFHMFDUFE� 5IFSFGPSF XF IBWF UIBU

LMJO ∼
√
γ |δσJ| , L∼

√
�
σG

|δσJ| , 	&��


BOE

8JSS ∼ γ
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E
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'JOBMMZ CPUI JOFRVBMJUJFT DBO CF DBTU JO UIF TBNF GPSN
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$POTJTUFOUMZ XJUI PVS OPUBUJPO δσJ = σJ −σG�
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3FQ� 1SPH� 1IZT� �� 	����
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"QQFOEJY '� " TIPSUDVU UP UIF GMVDUVBUJPO SFMBUJPO

5IF JEFB PG $% ESJWJOH JO UIF GSBNFXPSL PG UIF -BOHFWJO�'1
FRVBUJPO VTFE JO TFDUJPO ��� PGGFST BO FDPOPNJDBM EFSJWBUJPO
PG UIF XPSL áVDUVBUJPO SFMBUJPO <��>� *O B QPUFOUJBM 6(Y,λ(U))
XIFSF λ(U) TUBOET GPS UIF DPMMFDUJPO PG FYUFSOBM QBSBNFU�
FST DPOUSPMMFE CZ BO PQFSBUPS 	TBZ UIF FYQFSJNFOUBMJTU
 UIF
QBSUJDMF EFOTJUZ ρ PCFZT FRVBUJPO 	��
 XJUI àYFE UFNQFSBU�
VSF 	J�F� àYFE β
� )FSF JU JT VOEFSTUPPE UIBU B HJWFO QSPUPDPM
JT DIPTFO GSPN UIF PVUTFU UISPVHI UIF UJNF EFQFOEFODF PG
UIF TUFFSJOH QBSBNFUFS λ� 8IBU XPVME CF UIF $% GPSDF UP CF
BQQMJFE TVDI UIBU UIF QBSUJDMF EFOTJUZ XPVME CF GPSDFE UP GPM�
MPX UIF FRVJMJCSJVN EJTUSJCVUJPO *O PUIFS XPSET XF TFFL UP
FOGPSDF

ρ(Y, U) = ρFR(Y,λ(U)) =
�

;(λ(U))
F−β6(Y,λ(U)) 	'��


XJUI UIF QBSUJUJPO GVODUJPO

;(λ) =
ˆ ∞

−∞
F−β6(Y,λ) EY, 	'��


BTTVNFE XFMM EFàOFE GPS BMMλ 	J�F�6 JT TVQQPTFE UP CF DPOàO�
JOH FOPVHI
� 5IF SFRVJSFE $% UFSN JT HJWFO CZ FRVBUJPO 	��
�
*OUSPEVDJOH UIF '1 PQFSBUPS LV BTTPDJBUFE UP 6(Y,λ(U)) TVDI
UIBU

LVρ ≡ ∂Y[ρ∂Y6(Y,λ(U))] +β−�∂�
Yρ 	'��


UIF FWPMVUJPO FRVBUJPO GPS ρFR DBO CF XSJUUFO

∂UρFR(Y,λ(U)) = LVρFR −β
(
8̇−

〈
8̇
〉)
ρFR 	'��


=−β
(
8̇−

〈
8̇
〉)
ρFR. 	'��


)FSF XF IBWF JOUSPEVDFE UIF JOTUBOUBOFPVT QPXFS

8̇(Y, U) = λ̇ · ∂λ6(Y,λ(U)), 	'��


UIF EPU EFOPUFT B UJNF EFSJWBUJWF BOE UIF CSBDLFU JT GPS BO BWFS�
BHF XJUI XFJHIU ρFR�

〈
8̇
〉
=

ˆ ∞

−∞
8̇ρFR(Y,λ)EY. 	'��


/PUF UIBU JOUFHSBUJOH 8̇ PWFS B USBKFDUPSZ POF PCUBJOT UIF DPS�
SFTQPOEJOH TUPDIBTUJD XPSL 8�

8IJMF SFMBUJPO 	'��
 JT TUSBJHIUGPSXBSEMZ PCUBJOFE GSPN UIF
WFSZ EFàOJUJPO PG UIF FRVJMJCSJVN EFOTJUZ JO FRVBUJPO 	'��

XF BSF IFSF NPSF JOUFSFTUFE JO UIF TFFNJOHMZ NPSF DPNQMFY
GPSN JO FRVBUJPO 	'��
� $POTJEFS JOEFFE UIF BVYJMJBSZ EZOBN�
JDT EFàOFE CZ UIF FWPMVUJPO FRVBUJPO

∂UQ(Y, U) = LVQ−β8̇Q 	'��


BOE JOJUJBM DPOEJUJPO

Q(Y, U= �) = ρFR(Y,λ(�)) =
�

;(λ(�))
F−β6(Y,λ(�)). 	'��


$PNQBSFE UP FRVBUJPO 	'��
 UIF UFSN JO β⟨8̇⟩2 JT NJTTJOH
JO 	'��
� 5P QSPDFFE JU JT JOTUSVDUJWF UP SFJOUFSQSFU UIF EZOBN�
JDT FODPEFE JO 	'��
 BT GPMMPXT� " DPMMFDUJPO PG JOEFQFOEFOU
SBOEPN XBMLFST EJGGVTJOH JO UIF GPSDF àFME −∂Y6 	IFODF UIF
QSFTFODF PG UIF PQFSBUPS LV
 JT TVCKFDU UP B QPQVMBUJPO�EFQPQ�
VMBUJPO NFDIBOJTN TVDI UIBU XBMLFST BSF BEEFE BU SBUF β8̇�
5IJT MFBET UP BO PWFSBMM QPQVMBUJPO DIBOHF TVDI UIBU XIFO 6
JODSFBTFT MPDBMMZ 8̇> � BOE QBSUJDMFT BSF SFNPWFE UP NBUDI
B MFTTFS QSPCBCJMJUZ PG QSFTFODF� $POWFSTFMZ XIFO 8̇< �
QBSUJDMFT BSF BEEFE MPDBMMZ� 5IF DPVOUFS�UFSN JO ⟨8̇⟩ρFR IBT
UIF FGGFDU UP DPSSFDU GPS UIJT HBJO�MPTT BOE DPOTFSWF HMPCBMMZ
UIF UPUBM OVNCFS PG XBMLFST� 5IF SFTVMUJOH JOUFHSBM

´ +∞
−∞ ρFREY

JT UIFSFCZ DPOTFSWFE� 5IF DPVOUFS�UFSN EPFT OPU DIBOHF UIF Y
EFQFOEFODF� JU POMZ BGGFDUT OPSNBMJ[BUJPO BOE DBO CF WJFXFE
BT UIF BDUJPO PG B HMPCBM SFTDBMJOH ρFR → ΛρFR� *G UIJT DPVOUFS�
UFSN JT BCTFOU BT JO UIF DBTF JO FRVBUJPO 	'��
 XF PCUBJO UIF
VOOPSNBMJ[FE TPMVUJPO

Q(Y, U) =
�

;(λ(�))
F−β6(Y,λ(U)). 	'���


5IF àOBM TUFQ JO UIF BSHVNFOU JT UIF SFBMJ[BUJPO UIBU Q DBO
CF SFJOUFSQSFUFE BT <���>

Q(Y, U) =
〈
F−β8δ(Y− Y(U))

〉
. 	'���


)FSF UIF CSBDLFUT DPSSFTQPOE UP BWFSBHJOH PWFS BMM USBKFDUPS�
JFT TUBSUJOH GSPN B QPJOU Y� ESBXO BDDPSEJOH UP UIF EJTUSJCV�
UJPO ρFR(Y�,λ(�)) BOE UIBU FOE VQ BU QPTJUJPO Y BU UJNF U� 5IF
TUPDIBTUJD XPSL JT

8 =

ˆ U

�
λ̇(τ) · ∂λ6(Y(τ),λ(τ))Eτ. 	'���


5IJT JT B GBDFU PG UIF 'FZONBOm,BD DPSSFTQPOEFODF� 4JODF

〈
F−β8δ(Y− Y(U))

〉
=

�
;(λ(�))

F−β6(Y,λ(U)), 	'���


XF DBO JOUFHSBUF PWFS Y PO CPUI TJEFT UP HFU

〈
F−β8〉 =

;(λ(U))
;(λ(�))

≡ F−β∆', 	'���


XIFSF UIF MBTU FRVBMJUZ TFSWFT UP EFàOF UIF GSFF�FOFSHZ EJGGFS�
FODF∆'� 5IF BCPWF SFMBUJPO WBMJE BU BMM UJNF U GPS BO BSCJUSBSZ
QSPUPDPM λ(U) JT UIF XPSL áVDUVBUJPO SFMBUJPO <��>�

03$*% J%T

%BWJE (VÊSZ�0EFMJOB IUUQT���PSDJE�PSH����������������
����
$ISJTUPQIFS +BS[ZOTLJB IUUQT���PSDJE�PSH����������������
����
$BSMPT " 1MBUBB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
"OUPOJP 1SBEPTB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������
&NNBOVFM 5SJ[BDB IUUQT���PSDJE�PSH��������������������

��
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